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CHAPITRE 2

Elle propose un plan du chapitre, les
thémes abordés dans les exercices, ainsi
qu’un rappel des points essentiels du cours
pour la résolution des exercices.

Cette rubrique constitue une synthése des
principales méthodes a connaitre, détaillées
étape par étape, et indique les exercices
auxquels elles se rapportent.

De nombreux exercices de difficulté croissante sont
proposés pour s'entrainer. La difficulté de chaque
exercice est indiquée sur une échelle de 1 a 4.

Des conseils méthodologiques sont
proposés pour bien aborder la résolu-
tion des exercices.

Tous les exercices sont corrigés de facon
détaillée.



Cinématique

des systemes de solides

Bl Plan MR Theéemes abordés dans les exervcices

Les méthodes a retenir 1 * se repérer dans I’espace
Enoncés des exercices 3 e acquérir les techniques de calcul vectoriel
Du mal & démarrer ? 20 e déterminer la nature d’un mouvement

. ¢ déterminer un vecteur vitesse, un vecteur accélération
Corrigés 21

* composer des mouvements

e déterminer les lois entrée-sorties pour des mécanismes simples

e évaluer des performances cinématiques et géométriques

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exewvcices

* notion de solide indéformable, de repere orthonormé direct
° notion de mouvement

 translation, rotation, roulement sans glissement

* notion de liaison

* figures de calcul

e produits scalaires, produits vectoriels et produits mixtes

e dérivation vectorielle

° composition des mouvements

* champ de vecteurs équiprojectifs et relation de changement de point

e | es méthodes a retenir

, Lo , N L g
Pour tracer ou interpréter * S’appuyer sur les projections d’un repere orthonormé direct.

une perspective = Exercice 1.1
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+ Cinématique des systéemes de solides

Pour calculer produits scalaires
et produits vectoriels

Pour tracer des lois horaires

Pour associer dérivation vectorielle
et relation de changement de point

Pour tracer
un champ de vecteurs vitesse

Pour identifier
et tracer des trajectoires

Pour identifier
un mouvement de translation

Pour exprimer
le roulement sans glissement

Pour déterminer
une loi entrée-sortie

Pour déterminer
des lois de commande

Pour aborder la cinématique
d’un mécanisme complexe

Utiliser les figures de calcul :
— tracées avec le vecteur normal sortant de la feuille ;
— tracées avec un angle petit et positif

Exercices 1.2, 1.3, 1.4

1

Mettre en ceuvre les relations de dérivation entre position et vitesse.

Exercice 1.5

Utiliser un paramétrage cohérent avec le mouvement considéré.

Exercice 1.7

Utiliser 1’équiprojectivité du champ des vecteurs vitesse.
Identifier le centre instantané de rotation.

Exercice 1.6

Chercher les caractéristiques du mouvement concerné.

Exercice 1.8

Montrer que le vecteur rotation 2(i/ k) du mouvement i/k concer-
né est a chaque instant le vecteur nul.

Exercice 1.9

Identifier le point concerné, ainsi que le mouvement a considérer.

Exercices 1.10, 1.11, 1.12, 1.13

Dénombrer les inconnues et chercher a éviter celles qui sont indési-
rables.

Exercices 1.10, 1.11, 1.12, 1.13, 1.14

Mettre en relation les approches fonctionnelles et structurelles.

Exercice 1.15

Mettre en ceuvre 1’ensemble des compétences acquises.

Exercice 1.16
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Enoncés des exercices

=mmee Fnoncés des exercices

— Appréhender une perspective

Décrire un objet sur une feuille de papier est délicat : en effet, il est nécessaire d’ima-
giner un espace a 3 dimensions a partir d’une représentation en 2 dimensions.

On considere I’objet représenté sur la figure 1.1 ci-dessous pour illustrer cette proposition.

™

-
e

Figure 1.1 — Perspective isométrique de I'objet étudié

11 est ajouté que toutes les faces apparentes de cet objet sont des plans.

1. Montrer simplement qu’il est impossible de décrire 1’objet a partir de la représenta-
tion fournie.

2. Proposer deux représentations cohérentes de 1’objet.

— Calcul vectoriel 1

On considere les trois bases orthonormées directes suivantes :

o By = (X1,51,21)
o B = (X2,%2,22)
*B; = (553,553,23)

Elles sont définies ainsi :

e B, se déduit de B, par rotation d’angle « autour de X = X ;
e B; se déduit de B, par rotation d’angle 8 autour de ¥, = Y.

1. Tracer les deux figures de changement de base.

2. Effectuer les produits scalaires suivants, en exploitant au mieux les figures précédentes

Y2.21 21.22
X2.Y1 Y1-y3
X3.22 23-)1



Chapitre 1« Cinématique des systemes de solides

3. Calculer de méme les produits vectoriels proposés ci-dessous

22/\56’1 )_61/\23
Y2 N2y AR )
X3 A X LI AT

— Calcul vectoriel 2
On considere quatre bases orthonormées directes :

By = (X1,%1,21) By = (%2,%2,22)
B = (i,v,w) B; = (X3,3,23)

Elles sont définies ainsi :

* B, se déduit de B; par rotation d’angle 1) autour de 7; = 75 ;

* B se déduit de B, par rotation d’angle 6 autour de X, = u ;
* B3 se déduit de B par rotation d’angle ¢ autour de w = 7.

1. Réaliser les différentes figures de changement de base.
On donne un vecteur = pZ; + g%» + rZ3 et un vecteur U = bZ;

2. Calculer le produit vectoriel QAU.

—— Calcul vectoriel 3
On considere les trois bases orthonormées directes suivantes :
* B; = (X1,51,21)
* By = (X2,%2,22)
* By = (23&3,23)

Elles sont déduites les unes par rapport aux autres par les deux rotations décrites sur
les figures ci-dessous

5 0}
T

Figure 1.2 — Les figures de calcul proposées

1. Commenter les deux figures de changement de base fournies.

2. Effectuer les calculs suivants :

X1.22 Zl N X2
X2.21 X2 Ay
X2.X3 V2 N\ X3

X1.y3 X1 A Y3
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Enoncés des exercices

Croix de Malte

Un mécanisme a croix de Malte est composé :

* d’une partie menante : roue ou manivelle sur laquelle sont montés un ou plusieurs
galets ;

* d’une partie menée : croix de Malte comportant des rainures radiales régulierement
réparties.

Au cours de la rotation de la roue menante, chaque galet s’engage dans une rainure,
entrainant la croix en rotation, puis se dégage. A chaque passage, la croix de Malte
tourne donc d’un angle donné.

Soit un mécanisme a un galet et trois rainures ébauché sur la figure ci-dessous :

* le bati est repéré 1 et on suppose I’entraxe AC = e fixé ;

* la roue menante, repérée 2, est en liaison pivot d’axe (A,Z;) avec le bati 1, et porte
un galet de diametre d ;

* la croix de Malte, repérée 3, est en liaison pivot d’axe (C,Z;) avec le bati 1.

2 Galet

\ 021

Figure 1.3 — Schéma de principe d’une croix de Malte

On désire un fonctionnement sans choc, c’est-a-dire que le galet s’engage suivant 1’axe
de la rainure.

1. Déterminer par la méthode de votre choix et en fonction de I’entraxe e les valeurs des
trois parametres géométriques suivants pour que le fonctionnement souhaité soit
possible :

e lalongueur AB =L ;
e lalongueur CD =R ;
* la profondeur des rainures ED = h.

Soient 6, la position angulaire et w,, la fréquence de rotation supposée uniforme de la
roue menante par rapport au bati.

2. Sans calcul préliminaire particulier et pour deux tours de la roue menante 2, donner
I’allure des courbes 0;; et ws; en fonction de 6,;, et matérialiser sur ces courbes les
points remarquables.

Robot piqueur

Soit un robot piqueur a structure parallele tel que présenté sur la figure 1.4 ci-dessous.
Il comprend un bati repéré 0, un porte-préhenseur repéré 3 et trois sous-structures iden-
tiques a, b et ¢, composées chacune de :
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* un bras repéré 1; en mouvement de rotation d’axe & nommer (O;,Z;) par rapport au
bati ;
* deux tiges identiques 2; et 4;, avec
—la tige 2; en liaison sphérique de centre a repérer A; avec le bras et en liaison sphé-
rique de centre a repérer B; avec le porte-préhenseur,
—la tige 4; en liaison sphérique de centre a repérer C; avec le bras et en liaison sphé-
rique de centre a repérer D; avec le porte-préhenseur.

Cette architecture permet au préhenseur de se déplacer en translation spatiale par rap-
port au bati lorsque sont pilotées les trois rotations par rapport au bati des arbres 1,4, 1
et I..

Bati 0 Bras 1;

Tiges 2, et 4,

Porte-préhenseur 3

Figure 1.4 — Architecture du robot piqueur

On s’intéresse a quelques performances en vitesse et en précision.

Lorsque le robot est dans une position symétrique des trois bras et que ces trois bras ont
2 chaque instant la mime position angulaire par rapport au béti, le mouvement du porte-
préhenseur par rapport au bati est une translation verticale. On peut restreindre dans ce
cas I’étude au mécanisme a mouvements plans décrit sur la figure 1.5 et constitué de :

eunbati 0 ;

* un bras repéré 1 en rotation d’axe (O,Z) par rapport au bati, générée par un moteur ;

e une tige 2 en mouvement de rotation d’axe (A,Z) par rapport au bras 1 ;

* un porte-préhenseur 3 en mouvement de translation verticale par rapport au bati 0 et
en mouvement de rotation d’axe (B,Z) par rapport a la tige 1.

Le mécanisme est représenté en position de référence. Pour les besoins d’échelle des
longueurs, on note qu’une tige est caractérisée par AB = 800 mm. Dans cette position,
les performances annoncées sont une vitesse verticale du porte-préhenseur de +1 m/s
et une précision de =0,1 mm selon la verticale.

1. Déterminer la vitesse de rotation w;o du bras par rapport au bati.

2. En déduire la précision angulaire de positionnement du bras qui permette d’obtenir
le bon positionnement du porte-préhenseur.

Pour représenter les vecteurs vitesse, prendre 1 m/s <— 50 mm
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Enoncés des exercices

Figure 1.5 — Figure pour les constructions graphiques

Mouvement d’un point

Un point B peut étre considéré de deux manieres différentes :
* soit un point géométrique en mouvement par rapport a un repére (A,X1,y1,21) ;
Z
B

- —

Eat Y1

* soit un point fixe dans un solide S en mouvement par rapport a un repere (A,X1,y1,2;) :
— on associe alors au solide S un repere (B,X;,2,22),

— on pose le torseur cinématique associé¢ au mouvement 2/1 considéré.

Q2/1)

ve/m = { V(C,2/1)
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1. Exprimer dans le premier cas le vecteur vitesse du point B géométrique ‘7(B /D).

2. Exprimer dans le second cas le vecteur vitesse \7(3,2/ 1).

3. A quelle(s) condition(s) les deux propositions précédentes sont-elles équivalentes ?

Mécanisme a excentrique

On considere le mécanisme a excentrique schématisé ci-dessous, que 1’on étudie en
mouvement plan. Il comprend trois solides :

« un bati 1, auquel est associé un repere (A,X;,y1,21) ;
* un excentrique 2, en liaison pivot d’axe la droite (A,Z;) avec le bati. On lui associe

o e o .. - - . .- — -
une base (A,X,,y2,22) en choisissant 2, = Z;, puis on pose @ = (x,X;) et AC = e X,.
Cet excentrique comporte dans le plan (A,X,,y,) un cercle de centre C et de rayon R ;

* un piston 3, en liaison pivot glissant d’axe (A,y;) avec le bati 1. La rotation possible
n’est pas exploitée dans cet exercice et on lui associe alors une base 3 confondue avec
la base 1.

Ce piston comporte une droite (B,X3) en contact avec 1’excentrique en un point /.

—

Y1

T

7

Figure 1.6 — Schéma cinématique du mécanisme a excentrique

1. Tracer le graphe de structure, et dénombrer les mouvements de solides possibles.
2. Caractériser graphiquement les vecteurs vitesse ‘7(1 ,3/1), \7(1 ,2/1) et \7(1 ,2/3).

3. Préciser les trajectoires des points / dans chacun des mouvements énoncés, a savoir
3/1,2/1 et 2/3.

On s’intéresse maintenant au point géométrique / qui suit le contact au cours du temps.

4. Déterminer le vecteur vitesse \7(1 /D).
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Enoncés des exercices

The Falkirk Wheel

L’élévateur de Falkirk, en Ecosse, permet de faire passer les bateaux d’un plan d’eau de
niveau N; a un canal de niveau Ng a 1’aide d’un bras animé d’un mouvement de rota-
tion autour d’un axe horizontal selon le schéma de principe donné ci-dessous.

Le dénivelé est de 25 metres et le mécanisme comprend :

e un bati 1 auquel est associé le repere (C,X1,y .z il comporte une roue dentée de
Z, dents ;

e un bras motorisé 2 en liaison pivot d’axe (C,Z;) avec le bati 1 ; on lui associe le repe-
re (C,X2,¥2,22), avec Zp = Z;, €t on pose :
—Tlangle o = (X1,X),

— - -

—les longueurs CA = a x, et @ =bx,;

* deux pignons identiques 3 et 5 de Z3; = Zs dents, en liaisons pivot respectivement
d’axe (A,Z,) et d’axe (D,Z,) avec le bras 2 ;

* deux roues identiques 4 et 6 de Z, = Z; dents, en liaisons pivot respectivement d’axe

(B,7,) et d’axe (E,Z,) avec le bras 2 ;
* deux bacs b4 et b6 a considérer encastrés respectivement sur les roues 4 et 6.

D’un point de vue géométrique, les roues 6 et 5 sont respectivement les symétriques
des roues 4 et 3 par rapport a I’axe (C,y,).

D’un point de vue cinématique, la principale caractéristique est 1’égalité des nombres
de dents Z; du béti et des roues extérieures Z4 et Zg.

1
A
Ng
6
b6
D
E Il
==
Ny
5 3
0 7

Figure 1.7 — Schéma de principe de |'élévateur
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1. Tracer le graphe des liaisons de ce mécanisme.

2. Montrer que les bacs b4 et b6 sont bien en mouvement de translation circulaire par
rapport au bati 1.

Engrenage

Etant donnés trois solides 1, 2 et 3, on définit le mécanisme engrenage a partir de I’épu-
re plane ci-dessous, sur laquelle deux cercles respectivement de rayon R, et R3 et de
centres A et B sont tangents au point /.

On suppose que le contact en [ est tel que le roulement s’y effectue sans glissement.
2 | 1
A N
|
3 |I
|
B
— A+
|
|

Figure 1.8 - Epure plane d’'un mécanisme engrenage

1. Compléter la description du mécanisme et le paramétrer completement.
2. Tracer le graphe de liaison.
3. Exprimer le non-glissement au point /.

4. Trouver la relation entre les parametres cinématiques des deux liaisons pivot.

Pignon-crémaillere

Etant donnés trois solides 1, 2 et 3, on définit le mécanisme pignon-crémaillere a par-
tir de I’épure plane ci-dessous, sur laquelle un cercle de centre A et de rayon R, est tan-
gent a une droite au point /.

On suppose que le contact en / est tel que le roulement s’y effectue sans glissement.
1. Compléter la description du mécanisme et le paramétrer completement.

2. Tracer le graphe de liaison.

3. Exprimer le non-glissement au point /.

4. Trouver la relation entre les parametres cinématiques des liaisons pivot et glissiere.
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Enoncés des exercices

|
\ i 1
_ _@A

.}

Figure 1.9 - Epure d’un mécanisme pignon-crémaillére

[ ]
77,

Différentiel linéaire

On considere le mécanisme a cinq solides schématisé ci-dessous. Il comprend :

e un bati 1, auquel est associé une base (¥1,y,71) ;

e un arbre 2, en liaison glissiere de direction X; avec le bati. La base 2 est choisie
confondue avec la base 1;

* un pignon 3, en liaison pivot d’axe (A,Z,) avec I’arbre 2. On lui associe un repére
(A,X3,3,Z2) et on note « ’angle (X2,X3) ;

e deux crémailleres repérées 4 et 5, en liaisons glissiere de direction X; avec le bati 1.
Elles engrenent sur le pignon 3 respectivement en / et en K.

—

3 f 4
2 - 1
__\\ iA ia
[ ] Jlr——— — -5
. -

7 Z

Figure 1.10 - Schéma cinématique d'un différentiel linéaire

1. Tracer le graphe des liaisons.

2. Soient respectivement Vi, Vs; et Va les vitesses scalaires des solides 4, 5 et 2 par
rapport au bati 1. Caractériser les torseurs cinématiques des liaisons.

3. Déterminer 1’équation reliant les trois parametres scalaires précédents.

11
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4. A partir de cette équation, imaginer et retrouver les mouvements possibles dans les
deux cas particuliers suivants :

¢ on bloque 1’arbre 2 par rapport au bati 1 ;
¢ on bloque la rotation du pignon 3 par rapport a I’arbre 2.

e — Train épicycloidal
On considere le mécanisme a cinq solides schématisé sur les figures 1.11 et 1.12.
1l s’agit d’un train épicycloidal dit de « type 1 ». Il comprend :

* un bati 0, auquel est associé le repere Ro(C,Xo,Y0,20) ;

* un pignon planétaire 1, de rayon ry, en liaison pivot d’axe (C,Xp) avec le bati O :
— on lui associe le repere (C,Xo,y1,21),
—onpose o= (Yo, 1) ;
* un bras porte-satellite 2, en liaison pivot d’axe (C,X,) avec le bati O :
— on lui associe le repere R,(C,Xo,2,22),
—on pose B = (Yo,)2) ;
* une roue a denture intérieure 3, de rayon r3, en liaison pivot d’axe (A,Xp) avec le
bras 2 :
— on lui associe le repere R3(A,Xo,3,23),
—onpose y = (¥2,53) ;
* un pignon satellite 4, de rayon r4, en liaison pivot d’axe (C,Xo) avec le bati 0.
— on lui associe le repere Ry(C,Xo,4,24),
—on pose ¥ = (Yo, Y1)

Ce pignon 4 est en contact avec les pignons 1 et 3 respectivement aux points / et J, ol
il y a roulement sans glissement.

1

Figure 1.11 - Train épicycloidal : schéma dans le plan (Xo,y>)

1. Tracer le graphe associé.
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Figure 1.12 - Train épicycloidal : schéma dans le plan (¥o,Z0)

2. Ecrire les deux fermetures de chaines cinématiques indépendantes sous forme torso-
rielle, puis a I’aide des éléments de réduction des torseurs cinématiques de chaque
liaison.

3. Déterminer la relation entre «, /3 et ¢

Pompe a débit variable

Le mécanisme de transformation de mouvement représenté sur la figure 1.13, extrait
d’une pompe a débit variable, se compose de 3 pieces :

e un bati 1 auquel est associé le repére (A,X;,¥;,21) ; on pose AH = dx ;

e un levier 4, en liaison pivot d’axe (A,Z;) avec le bati 1 ; on lui associe le repere
(A,X4,¥4,21) et on pose 8§ = (X1,X4) ;

* un piston 3 :

- . — -
— en liaison pivot glissant d’axe (H,y;) avec le bati 1 ; on pose HC = Ayj3,
— en liaison spheére-plan de centre C et de normale y, avec le levier 4.

Si nécessaire :
eon repére le point géométrique de contact entre 3 et 4 par le vecteur
— . .
AB = —eyy + Xy ;
N R
*on pose CB = Ry,.
1. Tracer le graphe de liaison du mécanisme.

2. Ecrire les différents torseurs cinématiques et représenter la figure de changement de
bases pour I’angle 8.

3. Dénombrer les inconnues cinématiques et les équations a disposition.

4. Déterminer la loi cinématique d’entrée-sortie du mécanisme sous la forme

A= f(5,8,d,e,R)

13
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Figure 1.13 - Schéma cinématique de la partie de pompe étudiée

i Robot SCARA
SCARA : Selective Compliant Assembly Robot Arm
ou bien  Selective Compliant Articulated Robot Arm

L’étude porte sur un robot de type SCARA, principalement dédié a des taches d’as-
semblage, de vissage, de percage, etc. L’ outil utilisé par le robot, que ce soit une pince,
une visseuse ou une perceuse par exemple, est lié a 1’organe terminal par 1’intermé-
diaire d’une bride.

Le schéma cinématique de la figure 1.14 montre les différents solides constituant le sys-
teéme mécanique articulé, ainsi que les parametres géométriques propres a chacun des
solides et les variables associées aux liaisons.

Ce robot est de type « robot 4 axes » :

« axe 1 : rotation du bras 1 par rapport au bati 0, d’axe (A,Z) et d’angle 6; ;

* axe 2 : rotation de I’avant-bras 2 par rapport au bras 1, d’axe (B,z;) et d’angle 6, ;

* axe 3 : rotation du poignet 3 par rapport a I’avant-bras 2, d’axe (C,Z,) et d’angle 65 ;
* axe 4 : translation de la bride 4 par rapport au poignet 3, de direction 73 et caractéri-

sée par le vecteur CP= 0Z3.

Les constantes géométriques utiles pour cette étude sont résumées ci-dessous :

bati OA =aZ) a=>510mm
bras AB =b%, b =400 mm

avant-bras BC = X, ¢ =250mm
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Enoncés des exercices

\

-

Figure 1.14 — Schéma cinématique du robot SCARA

Approches structurelle et fonctionnelle

Du point de vue structurel, la position de la bride 4 par rapport au bati O est caractéri-
sée par :

e les trois variables articulaires 6, 6, et 05 ;
* la longueur p.

Du point de vue fonctionnel, la position de la bride 4 par rapport au bati O est caracté-
risée par :

e les trois coordonnées du point P dans le repere (0,Xo,Y0,20) ;

— - - -
OP =xXxo+yyo+2z2o0
* ’angle « orientant la bride dans le plan horizontal.
o = (Xo,X4)
1. Exprimer les coordonnées x, y, z et o en fonction des invariants géométriques
propres aux solides et des variables associées aux liaisons.
Approche géométrique d’un déplacement

On lie a la bride 4 une pince pneumatique permettant la saisie puis la dépose d’une
piece cylindrique de révolution dont I’axe est paralléle au plan (O,Xo, Yo).

On étudie une tache d’assemblage pour laquelle le mouvement de la piece prise dans la
pince du robot doit respecter les contraintes suivantes :

* ’orientation de la piece dans R est constante, avec comme valeur o = % ;

e la trajectoire du point de référence de la piece P est rectiligne de direction .

Le probleme se ramene donc a 1’étude de la trajectoire rectiligne du point P entre deux
points notés I et F tels que :

15
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+ Cinématique des systéemes de solides

Figure 1.15 - Le mouvement plan étudié

— R . .

{ Ol =x1xo+ yryo+2z12o0
N . - -
OF =xrXxo+ YrYyo+2r2o

On envisage comme valeurs numériques

x; =0,4m xp =0,4m
yi =0,0m yr =0,4m
2] =0,1m F =0,1m

2. A partir de 1’épure des positions du bras 1 et de I’avant bras 2 donnée sur la figure
1.15, déterminer les valeurs initiales et finales des angles 6, et 6,, notées respective-
ment 0y, 65; lorsque le point P est en [ et 6, 7, 0y lorsque le point P est en F. Il est
a noter que sur le robot, on impose toujours 6, positif.

En déduire les valeurs initiale et finale de 63, respectivement notées 63; et 65 1.

Approche cinématique du déplacement précédent

La vitesse du déplacement précédent, notée v(t), imposée entre les points [ et F suit la
loi en trapeze de la figure 1.16.

v(t)
Var 1

0 ta tf - ta, tf

Figure 1.16 - La loi en trapéze de vitesse imposée
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Enoncés des exercices

3. Exprimer, en fonction des autres parametres, le temps du déplacement 7 entre les
points / et F.

4. Calculer # pour 7y = 0,2 s et Vjy = 0,4 ms™".
On note, pour la position d’un point P quelconque lors du mouvement 4/0 entre / et F
0P = (bcos by +c cos (6 +62) T

+ (b sin 0; + ¢ sin (0; + 62)) Yo
+(a + p) Zo

5. Exprimer le vecteur vitesse du point V(P,4/O) en fonction de 0, 91, 0, 92, aeth.

6. Retrouver les expressions suivantes de 91 et de 91 + 92 en fonction de v, 61, 65, a et b :

. vsin (6 +6,) . .
)= ——= 6,+6, =
! a sin 0, 1+ b sin 6,

v sin 6,

En déduire les expressions des accélérations angulaires 6, et 6, 4 6,.

7. Application numérique : calculer 6, 6, 6, et 6, pour 8; = 6,;, puis pour 6; = 01 .

On note G, le centre de masse de 1’avant-bras 2 et on pose B_G)z = aX, + b7,
8. Exprimer le vecteur vitesse \7(G2,2/ 0).

9. Calculer le vecteur accélération A (G2,2/0) pour 6, = 6y;

a, =0,134m b, = 0,000 m

Robot omni-roues

Le chariot étudié, dont une image de I’architecture est donnée sur la figure 1.17, utilise
pour ses déplacements sur un plan 1 de normale Z, trois roues motrices a profil sphérique.

—

)

Figure 1.17 - Architecture du robot omni-roues

17
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Chapitre 1« Cinématique des systemes de solides

Il comprend essentiellement pour sa chaine d’énergie :

* un chéssis 2 auquel est associé un repere (A,X»,¥,22) ;
e trois axes motorisés identiques et disposés a 120°, repérés sans indice pour le premier,
avec respectivement les indices b et ¢ pour chacun des deux autres.

Le premier des axes motorisés est détaillé sur la figure 1.18. Il comporte un arbre
moteur 3 en liaison pivot d’axe (A,X,) avec le chéssis 2 ; on lui associe le repere

(A,X5,¥3,23) et on pose ¢ = (Z2,Z3). Cet arbre moteur 3 permet 1’entrainement d’un
ensemble appelé roue et composé de :

e deux galets principaux et hémisphériques dont 1’un est repéré 4, en liaison pivot

d’axe (B,Z3) avec I’arbre 3 ; on pose A_é = LX, et le rayon de la sphere R ;

« deux galets secondaires dont un est repéré 5, en liaison pivot d’axe (C,y3;) avec
I’arbre 3 :

— on pose Ch= azs, avec a > 0,

— ce galet de révolution est généré a partir d’un profil circulaire de rayon R,
—le centre B du cercle est placé a la distance R — a de 1’axe de révolution,
— I’arc de cercle est limité par les angles —¢g et ¢y par rapport a BC.

La géométrie identique des trois roues et leur disposition sur le chéssis permet de consi-
dérer un mouvement plan de ce dernier par rapport au sol, décrit par le torseur cinéma-
tique V(2/1) tel que

2122

v/ = { V(A2/1) L%

Cette disposition permet au contact entre une roue et le sol de se faire au point géomé-

trique K tel que K B = Rz, que ce soit un contact par I’intermédiaire d’un galet prin-
cipal ou secondaire. Pour simplifier 1’étude, on n’étudie pas les situations pour les-
quelles deux galets sont simultanément en contact avec le sol.

B Us

N1
I8y

)
w

Aoy I Y3
T2
. K l

Figure 1.18 — Zoom sur I'arbre moteur 3 et les roulettes 5
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Enoncés des exercices

Les objectifs de 1’étude sont :

* de vérifier la capacité de déplacement en mouvement plan quelconque du chariot ;
* de déterminer la vitesse de chaque moteur pour obtenir un mouvement imposé ;
* de mettre en évidence les problémes apparaissant lors des changements de contact.

Apport du contact d’une roue avec le sol

On suppose que le moteur entraine 1’arbre 3 dans une rotation caractérisée par
I’angle ¢, que la roue est en contact sans glissement avec le sol par le galet principal 4

au point K et que le vecteur rotation 52(4 /3) = w4373 est inconnu.

1. Exprimer le vecteur vitesse V(B,Z/ 1) par composition des mouvements 3/2,4/1 et
4/3.

2. En déduire les expressions des deux quantités scalaires \7(3,2/1).)?2, \7(B,2/l).§2.
Sont-elles imposées par le moteur ?

3. Déterminer ces mémes quantités dans le cas du galet 5, lorsque —¢y < ¢ < ¢g.

4. On suppose \7(3,2/1).)?2 = vy et ‘7(B,2/1).§2 = vy, avec les quantités vxg et vy
constantes. Comment évolue wy3 pour ¢ dans I'intervalle [—%,—(po] U [(po, %] ?
Application numérique :

R = 40mm ¢o = 0,1rad vyo = 0,2m/s vyo = 0,2m/s

5. En déduire la fonction du galet 5 ?

Cinématique du chassis par rapport au sol

Les vitesses des trois moteurs sont désignées par wz;, w3y €t W3c.

6. En utilisant la particularité de V (B,2/1).y, pour chaque roue, déterminer la vitesse
de chaque moteur si on souhaite un chariot en translation rectiligne par rapport au sol
caractérisée par la vitesse v X».

7. Déterminer le torseur cinématique V(2/1) si w3 = wap = W3-

19
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+ Cinématique des systéemes de solides

1. Parcourir les surfaces supposées étre planes.

2. Découper par exemple la figure en deux, puis associer a la
représentation conservée de I'objet un repere orthonormé direct.

ou bien

1. Tracer les figures de calcul avec le vecteur commun
sortant de la feuille et un angle petit et positif.

2. Chercher la figure sur laquelle apparaissent les deux vecteurs
concernés et ne surtout pas projeter ces vecteurs sans raison
particuliere.

2. Organiser les calculs en identifiant les différents pro-
duits vectoriels a calculer.

1. Les figures sont-elles convenablement tracées ?

1. Pour un fonctionnement sans choc a I'apparition du
contact entre le galet et la rainure, on souhaite le vecteur vites-
se \7(3,2/1) colinéaire au rayon @

1. Quel vecteur vitesse est donné par I'énoncé ?

2. Quelle est la durée nécessaire pour balayer l'intervalle d'in-
certitude ?

1. Quelle est la définition d'un vecteur vitesse ?

2. Qu'est-ce qu'un torseur ?

2. Quels sont les mouvements correspondants a considé-
rer ?

4. Essayer d'imaginer un solide 4 sur lequel le point / reste
immobile au cours du temps.

Bien identifier les différentes liaisons a partir du schéma et
du texte de présentation, puis utiliser la définition d’un mouve-
ment de translation.

1. Ajouter les bases vectorielles et les angles caractérisant
les pivots.

3. Le roulement sans glissement en un point P dans le mouve-
ment i /k s'exprime par
V(P,i/k) =0
Mémes recommandations que pour I'exercice 1.10.
Bien identifier les différentes liaisons a partir du schéma et

du texte de présentation, puis utiliser la définition d’'un mouve-
ment de translation.

1. Faire un graphe de structure avec le porte satellite au
centre.

3. Le roulement sans glissement en un point P dans le mouve-
ment i/k s'exprime par

V(P.,i/k)=0

1. Faire un graphe des liaisons et contacts, puis exprimer les
torseurs cinématiques des mouvements connus. Enfin, exploiter
le roulement sans glissement au point K pour éviter toutes les
inconnues cinématiques associées au mouvement 4/1.

3. Répertorier, a partir de la question 1, les changements entre
les deux configurations.

6. Faire une figure du chariot en vue de dessus.
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= Corrigés des exercices

Appréhender ’espace

1. Teinter une des faces supposées étre plane pose le probleme. En partant du haut de la piece, on se retrouve
sur deux plans paralleles distants de plusieurs fois 1’épaisseur de ce qui semble étre un anneau...

2. S’appuyer sur les projections d’un repére orthonormé permet de positionner les points les uns a partir des
autres en suivant successivement une des directions principales.

Z .
A Yy

LRSI

N

\
\

<y
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Calcul vectoriel 1

1. Les figures de changement de base se tracent avec le vecteur commun sortant de la page et pour des angles
petits et positifs.

—

L1 = T2 o =13
2. On détaille ci-dessous les principaux raisonnements concernant les différents calculs demandés.
e Calcul de ¥,.Z; :
Le produit scalaire fait intervenir des vecteurs colinéaires, et on rappelle 1’utilisation des figures de calcul :
— les deux vecteurs concernés apparaissent sur la premiere figure ;

— on projette orthogonalement y, sur Z;, ou Z; sur y,, comme cela est dessiné ci-dessous ;

21 21

v
<
)
<

- —

T = 2 Tl = X9
— la composante projetée, en bleu foncé, et le vecteur unitaire concerné, en noir renforcé, regardent dans la
méme direction : le résultat du produit scalaire est positif ;
— la composante projetée correspond au petit coté du triangle rectangle, donc au sinus de 1’angle « ;
— on trouve ainsi sans calcul particulier la valeur recherchée
ig.Z 1= —+ Sil’] o
® Calcul de X,.y,
— les deux vecteurs concernés apparaissent sur la premiere figure ;
— les deux vecteurs sont orthogonaux ;
— on trouve ainsi sans considération supplémentaire la valeur recherchée
}2.?1 == 0

® Calcul de X3.Z5 : - .



— les deux vecteurs concernés apparaissent sur la deuxieme figure ;
— on projette mentalement X3 sur Z,, OU Zp SUr X3 ;
— la composante projetée et le vecteur unitaire concerné se tournent le dos, le résultat du produit scalaire est
négatif ;
— la composante projetée correspond au petit coté du triangle rectangle, donc au sinus de 1’angle 8 ;
— on écrit ainsi la valeur recherchée
)?3.22 = —sin ﬁ
e Calcul de 7.2 :
— les deux vecteurs concernés apparaissent sur la premiere figure ;
— on projette mentalement Z; sur Z,, Ou 2 Sur zj ;

Eal 21

Z2 i ) A

.

« «

— —

T =T T =Ty
— la composante projetée et le vecteur unitaire concerné regardent dans la méme direction, le résultat du pro-
duit scalaire est positif ;
— la composante projetée correspond au grand coté du triangle rectangle, donc au cosinus de 1’angle « ;
— on propose alors comme résultat
Z1.20 = coS &
* Calcul de y,.93 :
— les deux vecteurs concernés n’apparaissent pas sur une méme figure ;
— la deuxiéme figure permet de rappeler 1’égalité y; = ¥, ;
— le produit scalaire y;.y, se détermine a partir de la premiére figure
Vi.y3 = coS o
e Calcul de Z3.y; :
— les deux vecteurs concernés n’apparaissent pas sur une méme figure ;

— la deuxieme figure permet de proposer
73 = cos BZ, + sin B X,
les deux produits scalaires Z5.y; et X,.y; se déterminent alors 2 partir de la premiére figure et on obtient
Z3.y1 = — sin « cos f8
— il est également possible d’exploiter la premiere figure pour dire
V1= cosay,— sinaz,

les deux produits scalaires Z3.y, et Z3.Z» se déterminent dans ce cas 2 partir de la deuxieéme figure et on ob-
tient également
Z3.y; = — sin « cos B
3. On recommence avec les produits vectoriels.
e Calcul de 7, A X :
Le produit vectoriel fait intervenir des vecteurs orthogonaux, et on exploite alors les figures de calcul dans ce sens :
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—les deux vecteurs concernés apparaissent sur la premiere figure ;
— le vecteur X; est orthogonal a la feuille ;
— tourner de 7, vers X; génére le vecteur +Y,.
Constatant des le départ I’égalité X; = X,, il est évidemment possible dans ce cas de dire directement
DAXI =D AT =)
e Calcul de y, A Z; :
—les deux vecteurs concernés apparaissent sur la premiere figure ;
— on passe au plus court du vecteur y, au vecteur Z; en tournant dans le sens positif, le résultat est en consé-
quence dirigé par +X; ;

— on projette mentalement Y, sur y;, ou Z; sur z,, comme cela est dessiné ci-dessous ;

(e}

- —

T =Ty T =T
— peu importe le choix fait, intervient dans les deux cas le grand coté du triangle rectangle, donc le cosinus
de I’angle « ;
— la synthese des deuxieme et quatrieme points permet de proposer le résultat
Y2 AZj = €OS & X
e Calcul de X3 A X, :
— les deux vecteurs concernés apparaissent sur la deuxiéme figure ;

— on passe au plus court du vecteur X3 au vecteur X, en tournant dans le sens négatif, le résultat est en consé-
quence dirigé par —y ;

— on projette mentalement X, sur 73, ou X3 SUr z, ;

— —

73 = 4 Ys =Yy
— peu importe le choix fait, intervient dans les deux cas le petit coté du triangle rectangle, donc le sinus de
I’angle B ;
— la synthese des deuxieme et quatrieme points permet de proposer le résultat
23 /\22 = — Sinﬂyz
e Calcul de X, A Z5:
— les deux vecteurs concernés n’apparaissent pas sur une méme figure ;

— la premiére figure permet de rappeler 1’égalité X; = X ;
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— le produit vectoriel X, A Z3 se détermine 2 partir de la deuxiéme figure
X1 AZ3=—cos By,
e Calcul de y3 A ¥ :
— les deux vecteurs sont colinéaires, le résultat est donc nul ;
ViA Y= 0
eCalculde Z; A X3 :

— les deux vecteurs concernés n’apparaissent pas sur une méme figure ;

— la deuxieme figure permet de proposer
X3 = cos BX, — sin B7,

les deux produits vectoriels Z; A X, et Z; A Z, se déterminent alors 2 partir de la premiére figure et on ob-
tient

Z1 AX3 = cos By, — sin B sin o X,
— il est également possible d’exploiter la premiere figure pour dire
71 = cosazy+ sinay,

les deux produits vectoriels Z» A X3 et y» A X3 se déterminent dans ce cas a partir de la deuxieme figure et
on obtient une expression alternative du résultat

71 AX3 = cos B cosay; — sinaZ;

Calcul vectoriel 2

1. Figures de changement de base.

St
<
=

g

W
V)
<

w
<L

- - —

1= 22 2=1U

g
Il
&

2. Le calcul du produit vectoriel QA Uesta organiser en plusieurs étapes :

* par substitution, on pose le produit vectoriel a effectuer
QAU = (pZ1 +qX;, +1r73) AbZ3
e trois termes sont alors a étudier :
— le troisieme est nul
}’23 A b23 =0
— vu I’égalité X, = u, le deuxieme se détermine a partir de la troisieme figure de calcul
qXx, A bZ3 = —qbv

— avec les deux égalités 7; = 7 et Z3=1w,le premier terme se détermine immédiatement a partir de la deuxieme
figure de calcul

PZ] /\b23 =pb sin 0 i

¢ il ne reste plus qu’a rassembler les différents termes pour proposer 1’expression finale

= -

QAU =b(psinu—qv)
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Calcul vectoriel 3
1. Les deux figures de changement de bases posent souci :

* pour I’angle «, les deux vecteurs y; = y, « rentrent » dans la feuille et I’angle « est dans ce cas négatif, ce
qui induit des erreurs de signe dans les calculs ;

* I’angle B est représenté bien trop grand, ce qui favorise les confusions entre les sinus et les cosinus.

Il est nécessaire de les refaire pour ne pas faire d’erreur et ne pas perdre de temps lors des calculs a suivre

To 2 73 Y2

A8

<
Il
l\Jl
o
Il
&

2. Les produits scalaires :

.;6’1‘22 = sin o
X.2; = —sina
X X3 = cosf
X1.y3 = —sinBcosa
Les produits vectoriels :
ZIAXy = cosay
Xo Ay = 22
Y2 AX3 =—cos B2
XIAYy3 = cospBZ — sinasin By

= —sina X3 + cos « cos B3

Croix de Malte

1. Un fonctionnement continu et sans choc du mécanisme induit
plusieurs contraintes : 120°
* La roue menée comporte trois rainures équivalentes : ces trois

rainures sont donc disposées a 120°. = /

Pour un fonctionnement sans choc a 1’apparition du contact entre

le galet et la rainure, on souhaite le vecteur vitesse ‘7(B,2 /1) co- A = C

o
linéaire au rayon @ En effet, 12

V(B,2/1) = V(B,2/3) + V(B,3/1)
————

0

* Pour que le rainure suivante soit engagée au deuxiéme tour, la B=D
roue menée doit étre symétrique par rapport a AC. On arrive ainsi
a la configuration qui permet de déterminer la valeur des deux I
premiers parametres 60°

L = e cos 30 R = e cos 60 30°

¥
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e La profondeur £ des rainures se détermine lorsque les points A,
D, B, E et C sont alignés. On souhaite alors dans cette situa-

_ A B
tion BE > 0. Cette inégalité se traduit par +—¥
D E |C
—L+e—R+h=>0 I
e T
R
h
Les différentes valeurs a retenir pour les parametres sont ainsi
V3 e e
L="= R== h>-(3-1 1
3 > > 2( ) )

2. Lallure des courbes peut étre proposée a partir des considérations précédentes. Avec I’angle 6,; défini par
I’énoncé, on démarre a —180 degrés et il y a entrainement de la roue menée entre —30 et +-30 degrés lors du
premier tour, entre 330 et 390 degrés lors du deuxieme tour.

1631
330° [ 390°
240°
-30° | 30°

120°
00

|3

t t 021
-180° 0° 180° 360° 540°
Robot piqueur

1. Vitesse de rotation du bras 1 par rapport a 0.

Mise en place du vecteur \7(B, 3/0) : le mouvement 3/0 est une translation rectiligne, verticale ascendante, a
la vitesse de 1 m/s. La fleche correspondante de 50 mm peut étre tracée. De plus, comme le point B est le CIR
du mouvement 3/2, on en déduit

V (B, 2/0) = V (B, 3/0)
Le mouvement 1/0 est une rotation d’axe (O, z), donc

V(A,1/0) = w107 A OA

Le vecteur vitesse ‘7(A, 1/0) est perpendiculaire au rayon OA.De plus, comme le point A est le CIR du mou-
vement 2/1, on en déduit

V(A, 2/0) = V(A, 1)0)

On applique la propriété d’équiprojectivité du champ des vecteurs vitesse du mouvement (2/0) entre les points
AetB

V(B, 2/0).BA = V(A, 2/0).BA

d’ou la détermination complete du vecteur vitesse \7(A, 1/0)

IV(A,1/0)] = 1,23 m/s

27
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On en déduit :

V(A,1/0
wg = WALOI _ 3¢y

—
IOA|

2. Dans le mouvement 3/0, la distance de 0,1 mm est parcourue en At = 10~* s. Pendant cette durée, la rota-
tion du bras 1 par rapport au bati 0 est de w;/ oAt = 3,6 - 10~*rd.

L’erreur de positionnement tolérée pour le bras est donc de £3,6 - 107 rd.

Mouvement d’un point

1. Il est nécessaire de revenir a la définition du vecteur vitesse, a savoir le vecteur dérivé d’un vecteur position,

ici par exemple AB, le point A étant immobile dans le repere d’observation.

—

- dAB

V(B/1) = [—dl :|
1

2.Le mouvement 2/1 étant entierement caractérisé par le torseur cinématique V(2/1), le plus efficace est d’uti-
liser la relation de changement de points sur le mouvement 2/1.

V(B,2/1) = V(C,2/1) + Q(2/1) ACB

3. La réponse la plus immédiate est de dire : « Il suffit que le point géométrique B soit un point fixe du
solide 2 ». Ce n’est pas faux, mais cela ne met pas le doigt sur la principale difficulté, qui est d’utiliser pour la
description du vecteur position de la premiere proposition un paramétrage compatible avec le mouvement de
solide considéré de la deuxieme proposition. La derniere question de I’exercice suivant illustre ce probleme.
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Mécanisme a excentrique

1. On commence par tracer le graphe des liaisons et contact

P : Pivot
PG : Pivot glissant
C' P : Contact-Ponctuel

Cette structure comporte trois solides et on dénombre alors 6 mouvements de solides possibles :

2/letl/2 3/let1/3 2/3et3/2
2. On écrit la loi de composition des vitesses au point /
V{L,2/1) = V(1,2/3)+ V(I,3/1)

Reste a caractériser chacun des mouvements :
* |’excentrique 2 est en mouvement de rotation par rapport au bati 1, et on pose en conséquence le vecteur vi-

tesse \7(1,2/1) perpendiculaire au rayon A/ ;
« le piston 3 est en translation rectiligne de direction y; par rapport au bati ;

* ]a vitesse de glissement \7(1 ,2/3) est dans le plan tangent, suivant Xs.

1/0’2/
4 V(1,3/1)
V(1,2/3) w 7o
71
A "C
7 = 73

3. Les différents points / a considérer sont coincidents lors du contact, par exemple a une date f, et suivent leurs
mouvements respectifs le reste du temps :

e concernant le mouvement 2/1, le point / a comme trajectoire le cercle de centre A et de rayon (Aly) ;

* le point / se déplace sur la droite (I10,y1) lors du mouvement 3/1 ;

« le point I glisse sur la droite (Z;9,%3) lors du mouvement 2/3.

4. Pour comprendre le probleme, on trace différentes positions successives du mécanisme pour suivre le point

de contact dans son mouvement par rapport au bati. Le mouvement de ce point apparait clairement différent
des mouvements des points coincidents précédents.
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Identifier sans ambiguité le vecteur vitesse que 1’on appelle V (I /1) nécessite d’introduire un solide virtuel 4
auquel on puisse associer ce point géométrique, afin de retrouver une description de mouvements de solides et
d’avoir a déterminer le vecteur vitesse V (1,4/1) :

» le point de contact suit le cercle de centre C sur I’excentrique : on imagine alors une liaison pivot d’axe (C,Z,)
entre I’excentrique 2 et le solide 4 ;

« le point de contact glisse sur le piston 3 : on imagine alors une liaison glissiere de direction X3 entre le piston
et ce solide 4.

Y1
7% |
4 |
I
3
Ty
«
2
+J C fl
A
1
_y %
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11 est possible alors de montrer que le solide 4 est en translation circulaire par rapport au bati 1 et on a
V(I1,4/1) = V(C,4/1)

La composition des vitesses au point C permet d’ajouter
V(C,4/1) = V(C,2/1)

Le champ des vecteurs vitesse du mouvement 2/1 permet de conclure

—

yl

V(I,3/1)

QAR S=L

Ty
a
B C 7
A
The Falkirk Wheel
1. Le mécanisme étudié comporte quatre chaines fermées de six solides.
4
P :pivot

E :engrénement

5 E 6

Ce mécanisme présente une symétrie de structure, complétée d’une symétrie de propriétés géométriques. En
conséquence, on peut se limiter a 1’étude de 1’ensemble {1,2,3,4}.
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2. Montrer que le bac 4 est en mouvement de translation circulaire par rapport au bati 1 nécessite deux étapes :
e calculer le vecteur rotation 5(4/ 1) et montrer qu’il est a chaque instant nul ;
» identifier la trajectoire d’un point dans le mouvement 4/1 et vérifier qu’elle est circulaire.

On écrit les torseurs cinématiques associés aux trois liaisons pivot

w122 w2 w32
2/1) = ~ 4/2) = ~ 2) = =
ve/n C{O Vi/2) B{O VG/2) A{O
La composition des vecteurs rotation sur la chaine ouverte 1 — 2 — 4 permet d’écrire
§(4/1) = w4122, AVEC W4 = Wap + W (D)

On n’a pas besoin de caractériser les torseurs cinématiques associés aux engrenements, car on reconnait a partir du

graphe des liaisons deux mécanismes « engrenage », pour lesquels les trois axes de rotation des liaisons pivot sont

immobiles dans un repere attaché au bras motorisé 2. Les rapports de transmission s’expriment alors simplement
w3 Z, W4y Z;

w12 Z;3 w32 Z,

On multiplie membre a membre ces deux derniéres équations pour éliminer la vitesse de rotation ws,

Wy Z,

[P Zy

11 suffit d’exploiter ensuite 1’équation (1) pour écrire

o —wn 2

—wy Z,

Le résultat recherché est immédiat apres arrangement des termes précédents

on _ Z—2

w7 Zy

Les nombres de dents de la roue 4 et du bati 1 sont identiques, on en déduit qu’a chaque instant, le taux de ro-
tation wy; est nul : les bacs b4 et b6 sont en mouvement de translation par rapport au bati 1.

De plus, le point B est sur 1’axe de rotation du mouvement 4/2 et le point B a une trajectoire circulaire dans le
mouvement 2/1. On en déduit que le point B a également une trajectoire circulaire dans le mouvement 4/1 :
les bacs b4 et b6 sont en conséquence en mouvement de translation circulaire par rapport au bati 1.

Engrenage i
1
1. On complete I’épure fournie en ajoutant des bases vectorielles p .
et en posant les angles associés aux liaisons pivot T
_\ |
\ Q21 AN
———(+
A
3 i[
_\ |
B
—t - — 7
Qs
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2. Un tel mécanisme engrenage comporte

P(dt i D
une chaine fermée de trois solides. (dte) pivot d’axe (i)

E engrenement
Engrenage
La loi entrée-sortie recherchée est la loi entre les fréquences w w
de rotation des deux pignons par rapport au bati. $ %
3. On exprime I’absence de glissement au point / lors du mouvement 2/3
V(1,2/3)=0
4. La composition des vitesses au point / permet d’écrire
V{2/1) =V 3/1) (1

* On change de point sur le mouvement 2/1
V(1,2/1) = V(A,2/1) +wnZ1 A Al avec Al = —Ry3,
———
0
comme le vecteur vitesse \7(A,2/1) est nul, on en déduit
V(1.2/1) = Ryon &y
* On change de point sur le mouvement 3/1, avec 3_7 = R3y;. Comme le vecteur vitesse \7(3,3 /1) estnul, on
en déduit
‘7(1,3/1) = —R3w31551
Par substitution des expressions dans 1’équation 1, on en déduit

w31 R

w1 R3

Comme les axes de rotation des liaisons pivot sont immobiles dans les mouvements 3/1 et 2/1, le rapport de
transmission est le rapport inverse des rayons primitifs, avec dans ce cas un changement de signe.

Pignon-crémaillere 7

1. On complete I’épure fournie en ajoutant les bases

2
vectorielles et en posant 1’angle associé a la liai- |
son pivot. | 1
|
3
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2. Un tel mécanisme comporte une chaine fermée de trois solides.
2

P(dte) pivot d’axe (dte)
E G(vec) glissiere de direction (vec)
E engrénement

La loi entrée-sortie recherchée est la loi entre la rotation du pignon 2 par rapport a 1 et la translation de la cré-
maillere 3 par rapport au bati 1.

Pignon-crémaillere

wa1 V31

e I e

3. On exprime 1’absence de glissement au point / lors du mouvement 2/3
V(I,2/3)=0

4. La composition des vitesses au point / permet d’écrire

V(1,2/1) = V(1,3/1) (1)
* On change de point sur le mouvement 2/1

V(1,2/1) = V(A.,2/1) +wn7) A Al avec Al = —Ry3
_—
0
comme le vecteur vitesse \7(A,2 /1) est nul, on en déduit

V{1,2/1) = Room

e Sur le mouvement 3/1, le champ des vecteurs vitesse est uniforme et on pose
V(I,3/1) = V313
Apres substitution des termes dans 1’expression de 1’équation 1, on peut écrire
Vi = Rywn

Comme 1’axe de rotation de la liaison pivot est immobile dans le mouvement 2/1, la vitesse de translation V3,
est proportionnelle a la vitesse de rotation w;;.

Différentiel linéaire 4

1. Le mécanisme étudié
comporte deux chaines
fermées de cinq solides.

G(71)

P(dte) pivot d’axe (dte)
3 G(vec) glissiere de direction (vec)

E engrenement
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2. On utilise les vitesses scalaires posées par I’énoncé pour caractériser les torseurs cinématiques des trois liai-
sons glissiere

= >

0 0 0
V(2 1):{ - V4 1):{ - V(5 1):{ =
/ Vairx / Varxy / Vsixi
On exploite I’angle a posé et les phénomenes de non glissement aux « points d’engrénement » I et K pour ca-
ractériser les trois autres torseurs cinématiques

Q(3/4) Q(5/4)
0 0

@z
2)= {~ 4) = 4) =
VG/2) A{O VG4 ,{ V(s/4) K{
3. Deux méthodes de résolution sont possibles :

* On cherche a identifier des chaines fermées de trois solides avec comme liaisons pivot, glissiere et engréne-
ment.

Pour cela, on reconnait sur les chaines ouvertes 2 — 1 — 4 et 2 — 1 — 5 des liaisons équivalentes usuelles

4
G(&1) £
2 3
G(&y) s
)

L’axe de la liaison pivot est immobile dans le mouvement 3/2 et on peut alors écrire, en identifiant les signes
au cas par cas

Vip = —Rsw3,
Vs = +Rsws:
La composition des mouvements sur les chaines ouvertes invoquées précédemment permet de détailler I’ équa-
tion recherchée
Var = Var = =(Vs1 = Vo)
Apres arrangement, on obtient finalement

Var + Vs1 = 2Vyy (D
* ]l est également possible de repartir des expressions du non-glissement aux points de contact des primitifs.
V(1,3/4)=0
V(K,3/5) =0
A partir de 12 :
— la composition des vitesses aux points / et K permet d’écrire

V(1,3/2) = V(1,4/1) — V(1,2/1)
V(K.,3/2) = V(K,5/1) — V(1,2/1)

— sur le mouvement 3/2, on montre que les deux vecteurs vitesse sont opposés

V(1,3/2) = —V(K,3/2)
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— le résultat est alors immédiat, en remplagant les vecteurs vitesse par leurs différentes expressions

Var — Vor = —(Vs1 — Var)

On retrouve bien le résultat établi par la premiere méthode

Var + Vs1 =2V ()

4. On exploite I’équation 1 ou 2 pour aider au travail d’imagination.
* On bloque la translation 2/1 : dans ce cas, les crémailleres 4 et 5 se translatent de maniere symétrique par
rapport au bati 1

Vai=0et Vyy = Vs
* On bloque la rotation 3/2 : les quatre pieces 2, 3, 4 et 5 sont immobiles les unes par rapport aux autres et cet
ensemble solide se translate suivant X; par rapport au bati
VZI = V41 = VS]
Train épicycloidal type 1

1. Le mécanisme étudié comporte deux chaines fermées de cinq solides. On place le porte satellite au centre
du graphe.

P(dte) pivot d’axe (dte)
E engrenement

2. Fermeture des boucles internes en parcourant la maille commune dans le méme sens.

V(4/0) =V(4/3) +V(3/2) +V(2/0)
V(1/0) =V(1/3) +V(3/2) + V(2/0)

On exploite les angles o, B, y et ¢ posés ainsi que les phénomenes de non glissement aux « points d’engrene-
ment » [ et J pour caractériser les torseurs cinématiques

{zbgo _ {fz(%ﬁ) N {vgo N {Bgo
@] 1 A (@]

{dlgo: {5206/3)+ {y‘620+ {Bgo
(0] J A @]

3. Pour chaque fermeture cinématique, on écrit les vitesses aux points d’engrenement pour ne pas faire appa-
raitre les inconnues vectorielles indésirables €2(4/3) et ©(1/3).

{wOAﬁ?:woAA_h@zoAH?
O.é)_C.()/\a)II’.Y)_C.()/\TI-FB)_C)()/\m

36
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1l est a remarquer que
AJ = —Al =25

Apres sommation des deux fermetures cinématiques, on obtient finalement avec

6; =}’4§2
et
m =}’35;2

le résultat suivant
PXo A 1aYa + &Fg A 133 = BRo A rada + BRo A 133
soit encore si
Yo A Yy # 0

b=B_ 1

a—p0 Ty

Pompe a débit variable

1. Ce mécanisme comporte une chaine fermée de trois solides

P(dte) pivot d’axe (dte)
PG(dte) pivot glissant d’axe (dte)
S(pt)P(vec) sphere de centre (pt)

de normale(vec)

2 =2 o o o 8
2. ’angle ¢ est posé pour le mouvement 4/1 et le vecteur H C s’interpréte comme un vecteur position du point
C dans le mouvement 3/1. Les torseurs cinématiques associés aux liaisons sont ainsi

67 y Q(3/4
v/ :A{()z1 Ve :c{ ;);yl Ve = { VEC/S)/AL) 1

On trace la figure de calcul pour I’angle § avec le vecteur commun aux deux bases sortant de la feuille et pour
un angle petit et positif.

Ya gl

— -

1= 24

3. Ce mécanisme comporte une chaine fermée de solides, on a donc six équations scalaires a disposition, pour
un total de huit inconnues cinématiques.
4. Pour trouver au plus vite la loi entrée-sortie recherchée, il s’agit de commencer par éviter les cinq inconnues
de la liaison sphere plan. Pour cela, on écrit la composition des vitesses au point C scalaire yy
V(C,3/4).54 +V(C,4/1).54 = V(C,3/1).54 )
—_——

=0
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On constate que la sixieme inconnue indésirable pour la loi entrée-sortie recherchée, ws, est également évitée
par ce choix.

Par ailleurs, il est important de constater qu’aucune autre équation n’est pertinente :

* les cinq inconnues de la liaison sphere plan sont évitées avec une composition des vitesses en tout point de la
droite (C,Ys) ;

e ’inconnue w3 est évitée avec une composition des vitesses en tout point de la droite (C,y3) ;
* le point C est le seul point commun a ces deux droites.
La résolution se poursuit en calculant les deux termes non nuls de 1’équation (1) :

¢ le terme de droite est immédiat
V(C,3/1).54 = A 31.54 = A cos 8 2)

* le terme de gauche nécessite un traitement plus complexe :

— on commence par un changement de point sur le mouvement 4/1
= N . — N
V(C,4/1).5, = (821 A Ac) s

S -~ A Lo B
— pour le calcul du produit mixte, le vecteur AC peut étre décrit de deux manieres :
— en passant par le point B

AC = AB + BC

= —ey, + Xy — Ry,
— en passant par le point H

AC = AH + HC

= d%, + Ay
on choisit le chemin qui évite d’introduire 1’inconnue géométrique 14 et on obtient
(821 A (dX1 + A31)) Y4 = 8 (d cos § + A sin §) A3)
En combinant les deux résultats (2) et (3), on obtient comme loi entrée-sortie

A=26(d+Atans) @)

Ce n’est pas la forme demandée et cette équation n’est pas tres sympathique ! Il reste néanmoins possible de
deviner une forme intégrable en 1’écrivant d’une autre manicre

X cos 8 — 86X sin 8 = 8d cos § )

Pour obtenir la forme de la loi entrée-sortie recherchée, il est de toutes les manieres nécessaire de compléter
cette étude par une équation issue d’une fermeture géométrique

AH+HC+CB+BA=0

Par substitution, on écrit
dii + A3 + R¥s + €54 — piks = 0
Comme la longueur inconnue 4 est & éviter, on multiplie scalairement cette derniére équation par y, et on obtient
dX|. Y4 +2y1.9s+R+e=0

La figure de calcul associée a I’angle § fournit les valeurs des deux produits scalaires et on en déduit

dsiné —e—R
A:—
cos §

(6)
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Si on dérive cette équation (6) par rapport au temps, on constate que 1’on obtient bien 1’équation (5).

Ce dernier résultat (6), une fois injecté dans 1’équation (4), permet d’atteindre 1’objectif poursuivi et le résultat

final est
g .f(d—(e+ R)sind
/N = ————
cos 28

Robot SCARA
1. On exprime le vecteur position 0P en parcourant la chaine ouverte de solides0 —1 -2 —3 —4
= T T
OP=0A+AB+BC+CP
Par substitution, on obtient
— R R R .
OP = azy+ bx; + cx; + pzo
On trace les figures de calcul correspondant aux trois rotations

7 Yo g 0 T

— = — =)

0= %1 1= 22

S
|
B!

A partir de ces figures, on en dessine deux nouvelles

g Yo ys Yo

) Z3

E 01406 01402403
Zo Zo

— —

0 = 22

&
Il
u

Les relations cherchées sont alors immédiates
x = b cos 6 + ¢ cos (6; + 6,)
y = b sin 0; + ¢ sin (6, + 6,)
z=a+p
a=0,+6,+06;

2. On s’intéresse a partir de la figure 3 a deux triangles particuliers :

* au triangle (A B; ) pour la position initiale

N wr . L

N

By
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On peut alors écrire a partir de I’équation de fermeture géométrique sur le triangle les deux relations intéres-
santes

2 2
B/l = (B,A i fT?)
—7 SN 2
Al = (AB, + B,I)

Apres substitution et développement, on obtient

b? = a® + x7 — 2axy cos 6y
x7 =a’ +b* — 2ab cos (r — 65)

On en déduit les deux valeurs recherchées

a? + x? — b? a® +b? — x?
cos 0y; = — 1 cos (7 — 60y;) = e
2axy 2ab
Applications numériques
0, = —36.4° 0, = 108.2°
e au triangle (ABF F') pour la position finale
F
Yo ;
~ 2f
Br

z
o
§¢

On peut alors également écrire a partir de 1’équation de fermeture géométrique sur le triangle les deux relations
intéressantes

{ b?=a® + x% + y% — 2a,/x% + y7 cos (5 — Oy f)

x% + y% =a’ + b* — 2ab cos (1 — by5)

On en déduit les deux valeurs recherchées
a* + x% + y12F —b?

Za,/x% +y12v

az—l—bz—x%—ylzP

cos (6 —O1f) = ab

cos (r —baf) =

Applications numériques

Sp=45° 67 =223° 65 =608°

Concernant I’angle 63, on exploite la quatrieéme relation de la question précédente
93 = — 91 — 92
Une valeur de 90° est souhaitée pour I’angle «. On trouve ainsi comme valeurs numériques

05 = 18.2° O =179°
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3. La loi de commande est un trapeze de vitesse dont on rappelle 1’allure.

v(t)
Vs

0 | |
0 ta tp =t tr

On considere successivement les trois parties pour écrire

1 1
L= 5yt,f+VM (zf—Zzu)+§yta2

Vu . .
On pose alors y = o et le déplacement total s’exprime simplement par
a

L=V (tr = ta)

4. Avec L = 400 mm, t, = 0,2 s et V) = 0,4 m/s, on obtient

Iy = 1,2s

5. Deux manieres sont possibles pour déterminer le vecteur vitesse V (P,4/0) :
* soit par composition des mouvements pour obtenir la forme la plus simple du vecteur vitesse

V(P,4/0) =V (P,4/3) + V(P,3/2) + V(P,2/1) + V(P,1/0)
= pZ +0 + 6,b, + 01 (ay, + by,)

* soit par dérivation d’un des vecteurs position, méthode que privilégie ici 1’énoncé par le rappel des coordon-
nées du point P dans la base 0

dOP
0

ad a.q 3 oq =z
On dérive ainsi dans la base 0 1’expression du vecteur position O P pour trouver

V(P.4/0) = (—aby sin 6 — b6, +6) sin (6; +6,)) %o
+( aby cos 6 +b(6 + 62) cos (61 + 62)) Yo

6. On identifie les expressions du vecteur vitesse issues des deux approches, structurelle et fonctionnelle, pour
écrire un systeme de deux équations a deux inconnues

—ab; sin 6, — b(©; +6) sin (61 +6,) =0
aby cos 0, + b6, + 6,) cos (0; +6,) =v

Sachant que sin x cos y — cos x sin y = sin (x — y), on en déduit les deux expressions recherchées

_vsin(01—|—02) 6 +6, = v sin 6,
= ——F— 1 h = —

a sin 6, b sin 6,

Les accélérations angulaires s’obtiennent en dérivant par rapport au temps ces dernieres expressions. On ob-
tient d’une part

_ Usin (6 +6,) N v(6 + 6,) cos (0; +6,) v sin (6; + 65)6; cos 6,
- a sin 0, a sin 0, a sin 26,
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et d’autre part

vsinf; wvh;cosB  vsin b 6, cos b,

O + 6, = — =
1+ b sin 6, b sin 6, b sin 26,

7. On reprend les valeurs numériques trouvées a la question 2 pour calculer :

* position initiale, le point P en [
6;; =0 6y; = 5 rd/s? 6y =0 Gy =0
* position finale, le point P en F
05 =0 15 = —5,71d/s? brp =0 o5 =9,21d/s?
8. Par changement de point sur le mouvement 2/0, on a
V(G2,2/0) = V(B,2/0) + $2(2/0) ABG,
61y, 61+0)7
Comme B—G)z = ayX, + by7>, on obtient comme expression
V(G2,2/0) = abi 51 + ax (61 +6) %,

Par définition du vecteur accélération, on a
- d -
A(G,2/0) = | -V (G2,2/0)
dt 0

Un calcul préliminaire donne

dy, i = 3o

— | =6,71 A =0

|:dt i|0 121 AN 1X1

dy, . oL . L
— | =(0, +6 A =—(0,+0
|:dt i|0 (1+ 2)21 A (1+ z)xz

On obtient finalement
- . e . L . N
A(G2.2/0) = ab§ — abiX; + ay (61 + 62) o — az (61 + 62) Xz
9. On rappelle I’ensemble des données numériques concernant la position initiale
01; = —36,4° 6; =0 6y; = 5rd/s?
6y = 108° 6 =0 6 =0

Avec le rappel de a = 0,400 m et la donnée de a, = 0,134 m, on peut alors calculer la valeur et la direction de
I’accélération du point G, au démarrage a partir de 1’expression

Ag,1 = 61 (ay, + a2 »)

Robot omni-roues 9

1. On commence par faire un graphe des liaisons lors du contact du galet principal
avec le sol

mut plan Z1
pivot(B, Z3)

R.SG. K

—_
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La lecture de ce graphe permet de proposer une stratégie de résolution :

* On caractérise les torseurs cinématiques des trois arcs de la chaine ouverte 1 —2 —3 — 4

6321 31
V(A,2/1) Lz

w33 X3

0

W43 23

V@e/n) = { §

Ve = 4 { vas = 4 {

» Concernant le contact 4/1, le vecteur rotation €2(4/1) est inconnu et on exprime le roulement sans glissement
au point K

V(K,4/1) =0

« En conséquence, toutes les inconnues cinématiques du torseur V(4/1) sont évitables en exploitant 1’équation
des vitesses au point K issue de la composition des mouvements sur la chaine fermée 2 —3 —4 —1 -2

V(K,2/1) = V(K, 2/3) + V(K, 3/4) + V(K, 4/1)
————
0
* Trois champs de vecteurs vitesse sont alors a parcourir :

—I’équiprojectivité du champ de vecteurs vitesse 2/1 permet d’écrire

V(K,2/1) = V(B, 2/1) + wnZ A BK

comme le vecteur ﬁ( est colinéaire au vecteur Z;, on en déduit
V(K,2/1) = V(B, 2/1)

— changement de point sur le mouvement 2/3

- Y e S N .
V(K.,2/3) = —wn X3 A BK = —w3 X3 A —RZ = —w3n))

— changement de point sur le mouvement 3/4
= 5 = - = =
V(K,3/4) = —w4323 A BK = —w4323 A =Rz = —w43 R sin ¢x;,
On obtient finalement
V(B,2/1) = —wp R — o R sin ¢5, (1)

2. Les composantes scalaires du vecteur vitesse \7(3 ,2/1) dans la base 2 sont immédiates
« V(B,2/1).%, = —wa; R sin ¢, quantité indéterminée ;

. V(B,2/ 1).y, = —w3; R, quantité imposée par le moteur.

3. Dans le cas d’un contact au sol par le galet 5, le graphe des liaisons devient

2 pivot(B, T2) 3
(4

rg ;"’:

< s

s =

B 3

S &

R.S.G. K
(' L J
5

La démarche a suivre est semblable a la précédente. La seule différence est observée sur le mouvement 3/5,
pour lequel on calcule
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V(K,3/5) = —wss 33 A CK

- —  —
—ws3 Y3 N\ (CB AP BK)

-

—ws3 R (1 — COS @ — %) X3

On obtient en définitive
‘7(3,2/1) = —w3) R§2 — W53 R (1 — COS @ — %) )?2
4. Pour constater I’évolution de la rotation libre wa3, on s’intéresse a la quantité imposée
V(B,2/1).% = vyo = —ws3 R sin @

On en déduit I’expression de w3

Ux0

W3 = —————
R sin ¢

On peut tracer la courbe correspondante sur I'intervalle [—Z; Z ]

16 f
12

wyg(rdls)
o

-5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5
¥

La lecture de cette image permet deux remarques immédiates :

e Le taux de rotation |w43| est maximum pour ¢ = %£¢y.

* La vitesse w43 change de signe avec ¢.

Dans I’intervalle [—@o; ¢o], c’est le galet secondaire 5 qui est actif avec

Vxo

R(l— cosq)—%)

w53 = —

5. A la vue de la courbe précédente, on constate que la vitesse de rotation wys tend vers 1'infini lorsque 1’angle

¢ tend vers 0. La présence du galet secondaire permet ainsi de la limiter.

Par ailleurs, 1’équation (1) permet également de répondre. En I’absence de galet secondaire et donc avec des
galets principaux avec pdles, au moment ou le contact se fait au pdle ¢ = 0, le vecteur vitesse ‘7(B, 2/1) a
comme expression \7(B , 2/1) = —w3, RY,, quantité qui s’ annule si w3, = 0, alors que la composante de cette
vitesse sur X, doit rester libre : il ne peut alors y avoir roulement sans glissement. La présence du galet secon-
daire est indispensable pour conserver une composante libre suivant X, dans toutes les configurations.

Remarque : lorsque ¢ = ¢, le galet principal remplace le galet secondaire 5, et sa vitesse de rotation est ins-
tantanément grande, alors qu’elle est susceptible d’étre nulle lors de ’activité du galet secondaire. Cette situa-

tion est susceptible d’étre génante si les galets 4 n’ont pas une tres faible inertie.
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Actions mécaniques

et équilibres

B Plan MR Themes abordés dans les exevrcices

Les méthodes a retenir 45
Enoncés des exercices 46
Du mal a démarrer ? 59

Corrigés 60

+ exprimer un torseur d’actions mécaniques
« déterminer une composante d’action mécanique
» modéliser le phénomene de frottement

» rechercher une loi entrée-sortie

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exewvcices

+ concept d’action mécanique
+ points de vue local et global
+ les modeles du physicien

+ le frottement

+ liaisons et transmissions

¢+ les théoremes de I’équilibre

=mmme | es méthodes a retenir

Pour caractériser une action ¢ Paramétrer la position du point courant.

mécanique globale
a partir d'un modele local

== Exercices 2.1, 2.2

* Faire I’inventaire des actions mécaniques extérieures.

== Exercices 2.2, 2.3, 2.4, 2.8
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° S’assurer d’une modélisation plane possible ou supposée.
° Identifier les ensembles soumis a 1’action de deux glisseurs.
Pour utiliser une méthode ¢ Identifier les ensembles soumis a I’action de trois glisseurs.
graphique de résolution ° Respecter 1’échelle des longueurs sur les schémas de situation et
I’échelle des forces sur les dynamiques.

== Exercices 2.5, 2.9

¢ Identifier les points de contact et les normales aux plans tangents
associés.

* Se placer dans le cas du glissement ou de 1’adhérence.

* Se placer a la limite du glissement pour résoudre si nécessaire.

== Exercices 2.6, 2.7, 2.9

Prendre en compte
le phénomene de frottement

=mmme Fnonceés des exercices

— Frottement fluide sur un malaxeur 1

On considere une pale filaire repérée 2 plongée dans un liquide visqueux. Elle tourne
autour de I’axe (A,Z,) par rapport A un bati repéré 1, et cette rotation est caractérisée

par le vecteur 5(2/1) = w122.

- - -
On note AB = Lx, eton pose AP = xx; .

-

Z2

T

2
A P
N B
R .
T2

Figure 2.1 — L'axe tournant d'un malaxeur

On suppose ’action mécanique élémentaire du fluide sur la pale modélisable par une

force linéique proportionnelle 2 la vitesse relative g(P) = —u 1% (P,2/1).

1. Caractériser le mouvement 2/1 et exprimer le vecteur vitesse \7(P,2/ 1).
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2. Exprimer la force élémentaire d F (f —2) appliquée a un élément de longueur dx
centré au point courant P.

3. Déterminer le torseur modélisant 1’action du fluide sur I’arbre 2, et préciser sa nature.

Frottement fluide sur un malaxeur 2

On considere une pale filaire repérée 2 en forme de quart de cercle de rayon R plongée
dans un liquide visqueux. Elle est schématisée sur la figure 2.2 en liaison pivot d’axe
(C,y,) avec un bati repéré 1, et la rotation 2/1 est caractérisée par le vecteur
Q2/1) = won .

C A

-

T2

Figure 2.2 — Un axe de malaxeur en forme de quart de cercle

Le champ de pesanteur est donné par g = —gy;, avec g > 0.

On suppose 1’action mécanique élémentaire du fluide sur la pale modélisable par une
force linéique proportionnelle a la vitesse relative g(P) = — MV(P, 2/1).

1. A partir des indications de la figure 2.2, paramétrer la position du point courant P
sur le solide 2.

2. Caractériser le mouvement 2/1 et exprimer le vecteur vitesse \7(P, 2/1).

3. Exprimer la force élémentaire d F( f — 2) appliquée a un élément de longueur Rd6
centré au point courant P.

4. Déterminer le torseur modélisant I’action du fluide sur ’arbre 2, et préciser sa nature.

L’axe 2 est entrainé en rotation par un motoréducteur noté m dont I’action mécanique
sur cet axe est modélisée par un couple suivant y,

F(im—2) = {(é 5
m

5. Faire I’inventaire des actions mécaniques extérieures 2 — 2.

6. Quelle équation issue du théoreme de 1’équilibre évite les inconnues scalaires de la
liaison pivot ?
En supposant cette équation applicable sans donnée supplémentaire en régime per-

manent, déterminer la valeur du couple moteur C,;, a exercer pour entretenir la rota-
tion 2/1.

47



Chapitre 2 « Actions mécaniques et équilibres

438

7. Le théoreme de 1’équilibre est-il applicable en régime permanent pour déterminer les
actions mécaniques dans la liaison pivot ?

Etau hydraulique

Un étau dont la fonction est de serrer des pieces cylindriques P entre des mors en vé
est schématisé sur la figure 2.3. Il comprend :

eun bati 1, auquel on associe un repere (O,X;,y1,Z1). On pose 0C =ai; et
OF = hy ;

« deux vés, encastrés sur deux coulisseaux 3 et 4 en liaison glissiere de direction X
avec le bati ;

* un pignon 2 de rayon primitif R, guidé en rotation par une liaison pivot d’axe (C,Z;)
avec le bati. Ce pignon engrene avec deux crémailleres fixées respectivement sur les
coulisseaux 3 et 4.

Les surfaces de contact entre un pignon et une crémaillére sont telles que le mouve-
ment relatif des deux piéces reproduit le roulement sans glissement d’un cylindre de
révolution fictif sur un plan fictif. Ce cylindre immatériel est appelé cylindre primitif,
de rayon éponyme. Le plan est appelé plan primitif de la crémaillere. Tous les primi-
tifs sont habituellement représentés a l’aide de traits mixtes fins.

Figure 2.3 — Schéma de principe de I'étau auto-centrant

Un vérin V non représenté exerce sur le coulisseau 4 une action mécanique modélisée par

X%
Fo—>4)= 1=
010
Une fois la piece a serrer en contact avec les machoires de 1’étau, on pose comme
actions mécaniques

+FXx
0

—FX,

f@ﬁ%:F{ 5

f@e@:F{
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En phase de serrage, les actions mécaniques aux niveaux des engrénements sont modé-
lisées par deux glisseurs

Fo3(— cos aX; + sin ay;)
2—>3)= -
FQ2—3) 4 {0
Fu-2) =, {§42(+ cos a¥; + sin ay)

L’angle o est un angle caractéristique associé a la denture, appelé angle de pression.
Les poids des différentes picces sont négligeables devant les efforts issus du serrage.
Données numériques :

o = 20° L = 65mm h =25mm R = 15mm F=1,010*N
1. Elaborer un graphe des liaisons de ce mécanisme en I’absence de pice 2 serrer.
2. Dans quel sens le pignon 2 tourne-t-il par rapport au bati 1 en phase de serrage ?
3. Le serrage étant réalisé, proposer une stratégie pour trouver la relation X = f(N).

4. Déterminer les expressions des inconnues de liaison en se limitant aux inconnues
associées au probleme plan.

5. Faire les applications numériques.

Barriére articulée

On considere une barriere articulée de parking telle que représentée figure 2.4 et sché-
matisée figure 2.5.

Figure 2.4 — Vue de la barriere articulée

Elle comprend quatre ensembles principaux, détaillés ci-dessous, congus et assemblés
de maniere a obtenir le parallélogramme (ABDE).

e Un bati 1 est fixé au sol :
— on lui associe deux reperes, (A,X;,y1,21) et (A,u1,V1,21), avec @ = (y,0) ;

— on pose AL = av.

* Un bras 2 est en liaison pivot d’axe (A,Z;) avec le bati :
— on lui associe un repere (A,X,,¥,,Z1), avec 0 = (X1,X,) ;

— .
—onpose AB = Lx; ;
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—
— ce bras est de masse m, = m, de centre de masse G,, avec AG, = ;AB.

1
2
 Un avant-bras 3 est en liaison pivot d’axe (B,Z,) avec le bras 2 :

— pour obtenir au montage un parallélogramme, on pose BD = AL ;
— I’avant-bras est de masse m3 = m, de centre de masse G5 et on admet a chaque ins-

tant B—ég = %21.

* Une biellette 4 est en liaison sphérique de centre E avec le bati 1 et en liaison sphé-
rique de centre D avec 1’avant-bras 3 :

—la longueur E D est choisie égale a L et on admet a chaque instant ED = AB ;
— la masse de la biellette est négligeable devant les masses des bras et avant-bras.

Toutes les liaisons sont supposées sans frottement.

Figure 2.5 — Schéma cinématique de la barriere

La pesanteur caractérisée par g = —gy; n’est prise en compte que pour les solides 2
et 3.

En cas d’absence d’action motrice d’ouverture ou de fermeture, un frein non représen-
té permet au bati 1 d’exercer sur le bras 2 un couple de moment CyZ; afin de mainte-
nir le mécanisme en équilibre par rapport au sol.

L’ objectif de cet exercice est le dimensionnement du frein : il importe donc de déter-
miner I’expression du moment Cyen fonction du poids des picces pour toute position
d’équilibre de la barriere.

1. Déterminer le nombre d’inconnues statiques de liaison, et identifier toutes les autres
composantes d’action mécanique a retenir.

2. Proposer une stratégie de résolution.

3. Déterminer la relation Cy = g(0) , exprimée en fonction de la masse m et des gran-
deurs géométriques L, a et « du mécanisme.

4. Comparer ce dernier résultat avec le couple nécessaire au maintien d’une barriere
rectiligne (AC) de longueur 2L et de masse 2m.

Mécanisme a compas pour benne

On considere le mécanisme a compas photographié figure 2.6. Ce mécanisme compact
a été congu pour lever les bennes de camion par 1’action d’un vérin hydraulique.

Le référentiel supposé galiléen est noté 1 et on pose Z; la normale sortante au plan de
la figure 2.7 qui illustre quatre positions différentes du mécanisme. On pose y; la ver-
ticale ascendante de cette figure et X; pour que la base (X1,y1,2;) soit une base ortho-
normée directe.
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Figure 2.6 — Photographie du dispositif

On considere le mécanisme en équilibre, dans la position de la figure 2.8. L’objectif de
I’exercice est de déterminer graphiquement 1’effort de poussée du vérin en fonction du
poids de la benne.

Six ensembles sont a considérer :

e le chassis 1 du camion, auquel est a associer le repere (A,X1,y1,21) ;

e la benne 2, en liaison pivot d’axe (B,Z;) avec le chassis 1 ;

e un levier 3, en liaison pivot d’axe (A,Z;) avec le chssis 1 ;

« une biellette 4, en liaisons pivot respectivement d’axes (C,z;) et (D,z;) avec le levier
3 et la benne 2 ;

* un vérin composé d’un corps 5 et d’une tige 6, en liaisons pivot respectivement d’axes
(E,Z1) et (F.,Z;) avec le levier 3 et la benne 2.

Toutes les liaisons sont supposées sans jeu et sans frottement.

La pesanteur n’est prise en compte que pour la benne 2 et sa charge, dont le poids est
caractérisé par

I_é(p—>2) = f_;z = —P2 5}1, avece P2 = 50kN

1. Réaliser le graphe des liaisons.
2. Identifier et traiter I’équilibre des systémes soumis 1’action de deux glisseurs.

3. Parmi les trois équilibres {2}/1, {3}/1 et {2, 3, 4, 5, 6}/1, deux sont a exploiter.
Lesquels ? Justifier.

4. Déterminer 1’effort de poussée au niveau du vérin en fonction du poids P, de la
benne et de sa charge.
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Figure 2.7 — Quatre positions différentes du mécanisme

Figure 2.8 — La position d'étude pour les constructions graphiques
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Winch

Un Winch est un mécanisme monté sur le pont d’un navire a voile. Il comporte un tam-
bour sur lequel on peut enrouler un des cordages utilisés pour le réglage des voiles.

Ce tambour est guidé en rotation par rapport au pont du navire et un dispositif a cliquets
empéche un des deux sens de rotation.

Z

tambour vers la voile v

Fv—c)

F(m—c) vers le marin m cordage ¢

Figure 2.9 — Un tambour de Winch avec un tour de cordage

On suppose le systeéme { tambour, cordage } en équilibre par rapport au pont du voilier
que 1’on considere assimilable a un repere galiléen pour cette étude. On cherche dans

ce cas a €établir la relation entre les modules des vecteurs ﬁ(v—) c) et ﬁ(m —c) en

fonction de 1’angle d’enroulement noté « du cordage autour du tambour de rayon R et
du coefficient de frottement f pour le couple de matériaux en contact.

Compréhension du phénomene

1. En regardant la figure 2.9 ci-dessus et sachant que ||17"(v—>c)|| > || ﬁ(m—>c)||,
émettre un avis sur le sens de rotation bloqué.

2. Pourquoi la somme F (v—c)+ F (m — ¢) n’est-elle pas forcément nulle ?

Evolution de la tension dans le cordage

3. Faire une figure pour poser I’équilibre d’un morceau de cordage de longueur R do
enroulé de part et d’autre du point courant P de position repéré par 1’angle «.

4. Ecrire les deux équations scalaires de résultante suivant la normale et la tangente au
contact, sachant que le poids du morceau de cordage est négligeable devant les autres
actions mécaniques mises en jeu.

On rappelle la formule de Taylor pour un développement limité a I’ordre 2 d’une fonc-
tion f au voisinage de xg

F(x) = fxo) + f/(xo)(x —x0) + (x — x0)* + R(x),

1" (x0)
2

R(x)
avec lim ——— =0
x—xo (x — x0)2

5. Exploiter la formule de Taylor, les approximations trigonométriques usuelles et la loi
de Coulomb a la limite du glissement pour déterminer la loi recherchée.
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6. En supposant trois tours de cordage effectués et en prenant un coefficient de frotte-
ment f = 0,2, déterminer la tension nécessaire a fournir si la voile exerce un effort
de 1000 N sur le cordage.

Agitateur

Un agitateur 2 de dimensions transversales négligeables devant sa longueur 2a repose
en A et B dans un tube cylindrique 1, d’axe vertical et de diameétre intérieur d :

* le repere (A,X;,y1,71) est attaché au tube ;
* le repere (A,X,¥,7») est attaché a la tige 2 ; il est choisi tel que 7> = Z; ;

* on pose @ = (X,X1), AG = ax,, le point G étant le centre de masse de la tige, et m
la valeur de celle-ci.

Soit P = —P¥; le poids de 2.

o

\)
2

C)

Figure 2.10 — Un agitateur en équilibre ?

Expérimentation

1. Par de simples constatations expérimentales, émettre un avis sur la possibilité d’équi-
libre stable de la tige 2 par rapport au tube 1, bien entendu sans en toucher le fond.

Modélisation

2. L’équilibre de la tige 2 par rapport au tube 1 est-il possible en I’absence de frotte-
ment ?

3. Dans le cas ol un équilibre est possible, déterminer la relation liant la demi-longueur
a de la tige, le diamétre d du tube et ’angle «.

Le coefficient de frottement d’adhérence correspondant au couple de matériaux est
supposé connu et est noté f.

4. Comment se généralise 1’étude précédente ?

5. Tracer les vecteurs « vitesse de glissement » éventuels en A et en B a la limite de
I’équilibre, puis comparer les résultats théoriques et les constatations expérimentales.
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Robot palettiseur

On considere le robot palettiseur « 4 axes » représenté figure 2.11. Sa structure com-
prend :

* une embase 1 fixée au sol ;

* un corps 2 en liaison pivot d’axe vertical avec I’embase ;

e un bras 3 en liaison pivot avec le corps ;

 un coude 7 en liaison pivot avec le bras ;

e un avant-bras 4 en liaison avec le bras ;

* un poignet 5 en liaison pivot avec 1’avant-bras ;

* une biellette de bras 8 en liaisons sphériques avec le corps et le coude 7 ;

e une biellette d’avant-bras 6 en liaisons sphériques avec le coude et le poignet ;

* un préhenseur, non représenté, en liaison pivot avec le poignet.

7

Figure 2.11 - Perspective du robot

En cas d’arrét d’urgence, des freins doivent immobiliser les 4 liaisons motorisées.
L’étude étant limitée aux deux freins des liaisons corps-bras et bras-avant-bras, on se
place dans la situation simplifiée suivante :

* les liaisons sont parfaites ;

* le poids des solides est pris en compte pour le bras 3 et I’avant-bras 4, de masses res-
pectives m3 et my, ainsi que pour ’ensemble {poignet, préhenseur, palette}, de masse
ms et de centre de gravité Gs ;

* le freinage de la liaison 2 — 3 est tel que 2 exerce sur 3 une action de freinage modé-
lisée par un couple de moment M3 72

* le freinage de la liaison 3 — 4 est tel que 3 exerce sur 4 une action de freinage modé-
lisée par un couple de moment M3y Zs.

La structure est reprise sur le schéma de la figure 2.12. Elle est telle que A BC D et
D F H K sont deux parallélogrammes. On pose :

*AB=DC=HF =KD =a,;

*AD=BC=HK=FD=b;
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—_— . .
. (DC,DK) = % + o, o 'angle « est un invariant du coude 7.

En prenant en compte les deux parallélogrammes, on peut également poser :

—_— - > N . . .
e GsF = cxy + hy, + dz,, ou les longueurs ¢ et & sont des invariants du poignet 5.

Les deux angles 6 et B sont pilotés par des moteurs et imposent la posture du robot.

Figure 2.12 - Schéma cinématique plan du robot

Objectif : dans une position du robot caractérisée par 0 et B susceptibles d’évoluer dans
des intervalles donnés, déterminer les deux couples de freinage qui contribuent au
maintien de 1’équilibre.

Le corps 2 est assimilable a un repere galiléen et le champ de pesanteur est caractérisé
par g = —g¥.

1. Réaliser un graphe de liaison du systéme.

2. Etudier I’équilibre de la biellette 6 par rapport a 2.

3. Etudier I’équilibre du poignet 5 par rapport 2 2 .

4. Etudier I’équilibre de I’ensemble {4,5} par rapport 2 et déterminer M f34.

5. Etablir la stratégie de choix des équilibres 2 effectuer et des théorémes a appliquer
pour aboutir a la détermination du couple de freinage M.

6. Mettre en ceuvre la stratégie pour déterminer My)s.

I Coinceur a cames

Cet équipement, photographié figure 2.13, permet a un alpiniste de placer un point
d’ancrage dans une fissure pour laquelle il est adapté.

II est principalement constitué d’un axe sur lequel sont articulées des cames, d’une tige
souple attachée a 1’axe, d’une sangle qui termine la tige, de ressorts de torsion de cables
et d’une gachette. Les ressorts tendent a faire tourner les cames par rapport a I’axe dans
le sens de 1’écartement des profils des cames, ce qui permet la mise en contact avec les
parois de la fissure. La gachette et les cables, au contraire, permettent de rendre le coin-
ceur moins encombrant et rendent ainsi possible la mise en place dans la fissure. La
figure 2.14 présentent trois positions différentes des cames faisant varier 1’écartement.
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Figure 2.13 - Une photographie d'un coinceur a cames

Figure 2.14 - Trois positions différentes des cames

Le systeme est autobloquant : si les conditions de géométrie de la fissure, de frottement
et de direction de la charge sont vérifiées, le coinceur reste en adhérence avec la paroi
indépendamment de la valeur de la charge suspendue a la sangle. Les quatre cames sont
a rotation indépendantes et permettent au coinceur de fonctionner avec stabilité pour
des parois non strictement paralleles. Chaque modele est congu pour une charge nomi-
nale donnée ainsi qu’un intervalle pour la taille de la fissure.

Le modele étudié est caractérisé pour une charge nominale de 14 kN et un intervalle
pour la taille de la fissure de 43 mm a 66 mm.

Hypotheses pour I’étude

Le parallélisme entre les deux faces de la fissure, la position dans laquelle le coinceur
est mis en place, la direction de la charge par rapport a la fissure permettent de faire une
modélisation plane du mécanisme, telle que proposée figure 2.15.

On considere donc une charge appliquée a I’ensemble 2 constitué de 1’axe et de la
sangle modélisée par un glisseur de résultante —Py; de 14 kN de module, parallele a
la fissure et dont 1’axe central passe par le point O.

Les cames 3 et 4 sont supposées en contact ponctuel avec la paroi 1, respectivement
aux points A et B, et en liaison pivot d’axe (O, 7;) avec 1’axe 2.
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La masse totale du coinceur est de I’ordre de 150 g ; on négligera donc le poids des
picces ainsi que les actions de rappel des ressorts devant la charge P appliquée.

10 mm

A
|
V% | g
H 2

Figure 2.15 — Modélisation géométrique adoptée pour I'étude

Objectif de I’étude

Déterminer dans la position de la figure 2.15 I’angle de frottement minimum au contact
paroi-came pour assurer le coincement.

1. En supposant 1’équilibre du coinceur réalisé, déterminer 1’action de la paroi 1sur la
came 3 en fonction de la charge P appliquée.

2. En déduire I’angle minimum de frottement au contact paroi-came pour assurer le
coincement.

3. Proposer une forme de profil qui conserve la condition géométrique précédente.
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1. Exprimer le torseur cinématique V(2/1).
2. Quelles sont les unités des différents termes exprimés dans le
sujet ?
3. Il faut sommer les quantités élémentaires.

1. Exprimer le vecteur CP en fonction de iy, sans proje-
ter dans la base (¥2,,72).

2. Exprimer le plus simplement possible le torseur cinématique
V(2/1), puis utiliser les figures de changement de bases.

5. Seule une liste des actions mécaniques est utile, sous la forme
k— 2.

6. Ou est le centre de masse de I'axe tournant du malaxeur ?

2. Un raisonnement qualitatif a partir des mouvements
imaginés est suffisant.

3. Compter les nombres d’équations et d'inconnues, puis cher-
cher a éviter le maximum d‘inconnues de liaison. (On peut se
ramener a un systéme de trois équations a quatre inconnues).

4. Poser les torseurs d'actions mécaniques a considérer.

1. Tracer le graphe des liaisons.

2. La résolution nécessite I'exploitation de trois équilibres. Chercher
a éviter au maximum les inconnues de liaisons, en identifiant en
premier les ensembles soumis a I'action de deux glisseurs.

4. Commencer par faire un schéma du modéle de barriére a
comparer.
2. Exploiter le graphe des liaisons.

3. Faire l'inventaire des actions mécaniques extérieures et
dénombrer les inconnues.

Du mal a démarrer ?

2. S'intéresser a I'équilibre du tambour et du morceau de
cordage représenté.

3. Soigner particulierement les angles a tracer sur la figure.
4, Trois glisseurs sont a mettre en place.
1.1l n'y a rien a écrire avant d'avoir fait I'expérience avec un

verre et le manche d’une cuillére par exemple, ou un bocal et le
manche a section circulaire d'une cuillere en bois.

2. Commencer par faire un graphe des contacts, ces derniers
nécessitant une analyse attentive.

4. Une approche graphique est profitable.

1. Sept ensembles sont a nommer. Un brouillon peut étre
utile pour les premiéres esquisses. Procéder de maniére métho-
dique pour ne pas oublier de liaisons.

5. S'inspirer des quatre premiéres questions.

1. La description est moins précise qu‘a l'ordinaire. Il est
nécessaire de faire le tri dans I'ensemble des informations pour
proposer un graphe des liaisons et contacts avec les quatre
piéces principales concernées par |'étude.

2. Que racontent les lois du frottement ?
3. Faire des figures est indispensable !

Dans un repere lié a la paroi, ou se déplace le point de contact
lorsque les cames s'écartent ?

A partir de cette constatation, changer de référentiel pour pro-
poser une équation différentielle dans un repére lié a la came.

59



60

Frottement fluide sur un malaxeur 1

1. Le mouvement 2/1 est caractérisé par le torseur cinématique d’une liaison pivot

gz gl

VQ/1) = B {(gzlzz

1= 22
Par changement de point sur ce mouvement, on écrit pour le point courant P

V(P.2/1) = w37 Ax X

On obtient ainsi
V(P.2/1) = xon 3,
2. On exploite le résultat précédent pour 1’expression de la force élémentaire au point P
a’f(f—>2) = —wxwydx y,

3. On caractérise le torseur F ( f — 2) par ses ¢léments de réduction au point A.

e Concernant la résultante

L
ﬁ(f_>2)=/ dF(f—2)

0

Apres substitution et arrangement, 1’expression se détaille ainsi
. L
R(f—2) = —pw / xdx y,
0
On obtient finalement
> 1 R
R(f—2) = _EﬂszzlyQ
* Concernant le vecteur moment au point A
— L =
M(A, f—2) = / AP ANdF(f—2)

0

Apres substitution et arrangement, 1’expression se détaille alors
~ L
M(A, f—2) = —uwy / x%dx % A »
0

Et on obtient apres calculs

- 1 N
M, f—2) = —§ML30)21Z2

On constate que le produit scalaire R (f— 2).1\7[ (A, f —2) est nul. Cela signifie que le torseur F(f — 2) est

un glisseur.
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Soit AC = %ﬁ , on peut alors proposer

— L L2w v
fﬁeﬁzc{aﬂmez

Frottement fluide sur un malaxeur 2
5 . 3 — - , .
1. A partir de la figure proposée, on pose C P = R, avec le rayon R constant et I’angle 6 variant entre 0 et 7..

—

Y2

C

2. La liaison entre ’axe 2 et le bati 1 est une liaison pivot d’axe (C,y;)

—

1

W21 Y1

ve/m= {0

1

X9 T
2y
S Qo1 |
21
Y1 =12
Par changement de point sur ce mouvement, on écrit pour le point courant P

\7(P,2/1) = w1y A Rily
La figure de la question précédente permet de calculer le produit vectoriel y, A Z, et on obtient
V(P,2/1) = —R cos 0 w»1%»
3. On exploite le résultat précédent pour I’expression de la force élémentaire au point P du fluide f sur I’axe 2
dF(f—2) =§(P)ds

= G(P)Rd6
= +1LR* cos 0dO wy7,

4. On caractérise le torseur F ( f — 2) par ses éléments de réduction au point C.

¢ Concernant la résultante
R(f—>2) = /dﬁ(f—>2)

Apres substitution et arrangement, 1’expression se détaille ainsi

pI1

R(f—2) = uR%on / ? cos0d07%
0
On obtient finalement
= LS
R(f—2) = uR’wy [ sin 615 2

2 -
= uR w25
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* Concernant le vecteur moment au point C

M(c,f—>2)=fc_f>Adﬁ(f—>2) (1)

— > . . - > L. . g
Comme les vecteurs CP et d F(f — 2) sont respectivement suivant #, et Z,, on détaille le produit vectoriel
ﬁz AN 22

iy AZp = (cos 0%, + sin 0y,) A Z»

= — cos 0y, + sin X,

Apres substitution et arrangement, 1’expression (1) se détaille ainsi
4

M(C,f—2) = uRwy / : (sin & cos 0d6 X, — cos *0d0 ¥,) )
0

Deux intégrales sont alors a calculer :
— concernant la premiere

T z
2

7 1
/ sin 6 cos 0df = [— ]
0 2 0

1
2
— concernant la seconde

T
2

T
71 20
/ cos 20d0 /2 + cos —do
0 0

T
6 n sin 26 | 2
2 0

g
4

On obtient alors apres substitution dans I’équation (2)

= 1. T
M, f—2)= MR3CU21 (EXz - Zh)

On constate que le produit scalaire R (f—> 2).1\7[ (C, f —2) est nul. Cela signifie que le torseur F(f — 2) est
un glisseur.

5. L’axe du malaxeur 2 est soumis aux quatre actions mécaniques suivantes :

e la pesanteur p — 2 ;

elebatil —>2;

e le moteur m — 2 ;

e le fluide f — 2.

6. Issue du théoréme de 1’équilibre appliqué 2 la pale filaire 2, I’équation de moment au point C scalaire ¥,
évite les cinq inconnues scalaires de la liaison pivot.

En régime permanent, la vitesse de rotation w; est constante et on admet la pertinence de 1’équation citée
M(C2—72).5 =0

Seules les actions mécaniques issues du moteur et du fluide donnent des quantités non nulles et on obtient I’ex-
pression du couple moteur en régime permanent

T 3
Cn = MZR‘am
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7. Le centre de masse G de la pale filaire 2 n’est pas sur 1’axe de rotation (C,y,), les quantités d’accélération
ne sont donc pas nulles en régime permanent et le théoreme de I’équilibre n’est pas applicable pour déterminer
les actions mécaniques transmissibles par la liaison pivot.

Etau hydraulique auto-centrant

1. Le mécanisme étudié comporte deux chaines fermées de quatre solides.

P (dte)  Pivot d’axe (dte)
G (vec)  glissiere de direction (vec )

N
E engrenement

2. En imaginant les mouvements induits par la rotation du pignon 2 par rapport au bati, on constate qu’en phase
de serrage, les mors 3 et 4 se rapprochent, ce qui entraine une rotation positive du pignon 2 par rapport au bati 1.

Une étude cinématique est nécessaire pour apporter la preuve a cette derniere affirmation :
e sur la chaine fermée 1 —3 —2 — 1

— on pose les torseurs cinématiques des deux liaisons pivot et glissiere
w2121

0
3 V(@3/1) :{

Varx

ve/m= . {

— puis on exploite le roulement sans glissement au point A dans le mouvement 2/3 et la composition des mou-
vements

V(A,2/3)=0=V(A,2/1) — V(A, 3/1)
— un changement de point sur le mouvement 2/1 permet d’obtenir une premiere relation

V31 = —Rawy

e sur la chaine fermée 1 —4 — 2 — 1

— on adopte une démarche similaire pour arriver a la relation

Vs = +Rwoy
* une composition des mouvements sur la chaine ouverte 4 — 1 — 3 permet de caractériser le mouvement 3/4
0
VasXi, avec Vay = Vay — Vi = —2Rwy;

V@3/4) = {

« en phase de serrage, les deux mors se rapprochent : la translation du mors 3 par rapport au mors 4 est alors
négative, suivant —Xx;, ce qui correspond 2 une rotation positive du pignon 2 par rapport au bati 1.

3. Trois équilibres sont a étudier sur ce mécanisme a quatre solides. On a donc a traiter un systeme de 18 équa-
tions pour 17 inconnues scalaires de liaison (5 par glissiere, 5 pour la pivot et 1 par engrénement), auxquelles
il faut ajouter les 2 inconnues scalaires F et X.

Pour trouver la relation X = f(N), il est judicieux d’essayer d’éviter les quinze inconnues scalaires des liai-
sons pivot et glissiere, et ainsi extraire du systeme précédent un systeme de 3 équations a 4 inconnues :

« Equilibre de 4 par rapport 2 1 : équation de résultante scalaire X; pour éviter les cing inconnues de la liaison glissidre.
« Equilibre de 3 par rapport 2 1 : équation de résultante scalaire X; pour éviter les cing inconnues de la liaison glissidre.

« Equilibre de 2 par rapport a 1 : équation de moment au point C scalaire Z; pour éviter les cing inconnues de
la liaison pivot.
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La résolution donne ainsi :

Equilibre de 4 par rapport a 1

L’inventaire des actions mécaniques extérieures permet d’en retenir quatre :
ele vérinv—4 ;

e lapiece P—4 ;

elebatil—4;

e le pignon 2— 4, avec F(2—4) = —F(4—2).

L’ équation de résultante scalaire X; donne

X—F—Fpcosa=0

Equilibre de 3 par rapport a 1

L’inventaire des actions mécaniques extérieures permet d’en retenir trois :
e lapiece P—3 ;

elebatil —3;

e le pignon 2 — 3.

L’ équation de résultante scalaire X; donne

F—Fy3cosa=0

Equilibre de 2 par rapport a 1
L’inventaire des actions mécaniques extérieures permet d’en retenir trois :

e le coulisseau 3— 2, avec F(3—2) = —F(2—3) ;
M(C, 3—2) = — Fy;(— cos a¥; + sin ay)) A —Ry,
= —R F»; cos oz,
e le coulisseau 4 — 2 ;
elebatil —2;
L’ équation de moment au point C scalaire 7; donne

—R Fy;cosa+ RFypcosa =0

()]

(€5

3)

Le rayon R n’est pas nul, et la quantité cos o non plus. On déduit donc des trois équations 1, 2 et 3 la relation

recherchée
X =2F
4. Les actions mécaniques au niveau des engrenements ont été déterminées a la question précédente

F
COos o

Fp=Fp=

Pour déterminer les seules inconnues de liaisons du probleme plan, on pose comme torseurs

e pour la liaison pivot

X12X1 + Yoy
1 2) = =
F(1—2) c {0

e pour les deux liaisons glissiere

Fa-y= |l maa= [0

11 est nécessaire de reprendre les trois équilibres précédents et d’exploiter I’ensemble des équations.
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Equilibre de 4 par rapport a 1

L’ équation de résultante scalaire y; donne
Yis — Fppsina =0
L’ équation de moment au point C scalaire Z; donne
+/’LF + N14 — RF42 cosa =0

On déduit de ces deux dernieres équations

Y4 = F tan o Ny=(R—-hF

Equilibre de 3 par rapport a 1

L’ équation de résultante scalaire y; donne
Y13+F23 sina =0
L’ équation de moment au point C scalaire Z; donne

—hF —+ N13 + RF23 cosa =0

On déduit de ces deux dernieres équations

Y13=—F tan o N13=(l’l—R)F

Equilibre de 2 par rapport a 1

L’équation de résultante scalaire X; donne

Fy;cosa+ Fppcosa+ X, =0

L’ équation de résultante scalaire y; donne

—F23 sin « + F42 sin o + Y12 =0

On déduit de ces deux dernieres équations

X12=—2F Y12=0

5. Applications numériques :

C)

&)

(6)

(7

®)

€))

i—>k Xik [N] Yix [N] Nik [Nm]
1—-2 2,010* 0 0
1—3 0 3,610° 1,010?
1—-4 0 -3,610° —1,010°
2—>3 —-9,410° 3,410° 0
4—2 9,410° 3,610° 0

Barriere articulée
1. On trace le graphe des liaisons du mécanisme, en notant :
e P(Dte) une liaison pivot d’axe la droite Dte ;

e Sph(Pt) une liaison sphérique de centre le point Pt.
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On compte alors 16 inconnues statiques de liaison non recherchées, auxquelles il faut ajouter I’inconnue Cy et

les poids du bras et de 1’avant-bras.

2. Trois équilibres sont a exploiter ; sans trop réfléchir, on a alors a traiter un systeme de 18 équations a 16 in-
connues de liaison. Pour une résolution a la main, il est judicieux de repérer la biellette 4 en équilibre sous 1’ac-
tion de deux glisseurs, et aussi de chercher a éviter toutes les inconnues des liaisons pivot :

e équilibre de 4/1, avec I’équation de moment au point D ou E ;

« équilibre de 3/1, avec 1’équation de moment au point B scalaire Z; ;

e équilibre de I’ensemble {2,3}/1, avec 1’équation de moment au point A scalaire Z; .

3. On met en ceuvre la stratégie précédente.

Equilibre de la biellette 4 par rapport a 1

On dénombre deux actions mécaniques extérieures :
e ’action du bati 1 >4 ;

* I’action de I’avant-bras 3 — 4.

On pose les deux torseurs associées aux liaisons sphérique
R(1—4)

L’équation de moment au point £ permet de proposer

R(B—4) = Fy%»

Equilibre de ’avant-bras 3 par rapport a 1

On dénombre trois actions mécaniques extérieures :
e la pesanteur p — 3 ;

e |a biellette 4 — 3 ;

e le bras 2— 3.

On pose les torseurs associés

—F3x;

_ jmgyl _
f(p—>3)—G3{0 F@4—3) D{O

FQ—=3) =, {

R(2—3)
M(B2—3) 17

L’équation de moment au point B scalaire Z; évite les cinq inconnues scalaires de la liaison pivot

<—F34)?2 A m) 2+ (—mg§1 A @) 21 =0

Les figures de changement de base sont utiles pour effectuer les produits vectoriels

) n ZjQ

gl
« ‘ } 0
.’fl fl

- - -

21 21 = 22

-

z

1

‘ l 9;7

2

1)

—

2o 8
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On effectue le produit vectoriel X, A U; = cos (0 — @)Z; et on détaille I’équation (1) pour trouver

1 L

- 2 a cos (Q—a)mg

F3y

Equilibre de ’ensemble {2, 3} par rapport a 1
On dénombre cing actions mécaniques extérieures :
e le bati 1 p — 2 par la liaison pivot ;
e le bati 1 f — 2 par le frein ;

e la pesanteur p — 2 ;

e la pesanteur p— 3 ;

¢ la biellette 4 — 3.

On pose les trois torseurs manquants
R(1p—2)

S5 :mg§1
M(A,1p—2) L7,

J—"(lf—>2)={0 5

Fp—2) =, { cm o=, {

L’équation de moment au point A scalaire Z; évite les cinq inconnues scalaires de la liaison pivot
= > — > — o = =
(M(A, 1f —2) — mgy A GrA — mgh A G3A — Faufa A DA) Z=0

On décompose G3A = G3§ + BA et DA = DB + ﬂ, puis on utilise 1I’équation (1) pour réécrire 1’expres-

sion précédente
= =) = =%\ = A
Cr — (mgy1 A G2A) 3+ (—mgy. A BA) 23— (ch2 A BA) Z44+=0
——

=0

On calcule le produit vectoriel X, A y1 = cos 6Z; et on trouve finalement
3
Cr= EmgL cos 6

4. On trace le schéma cinématique d’une barriere rectiligne 5, non articulée, de longueur 2L et de masse 2m

Gs \9
\F —

Cette barriere est en équilibre sous I’action :

A

e de la pesanteur p — 5 ;

e du bati par la liaison pivot 1p — 5 ;

e du bati par I’intermédiaire du frein 1 f — 5.

L’ équation de moment au point A scalaire Z; évite les cinq inconnues scalaires de la liaison pivot et on obtient
Cr =2mgL cos 6

La barriere articulée limite I’encombrement du mécanisme en position ouverte et minore le couple de maintien
de 25 %.
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Mécanisme a compas pour benne 3 P(E, ) 5
1. Ce mécanisme comporte six solides et deux chaines fer- . g
mées. En utilisant P(dze) et PG (dte) comme abrévia- £ (4:71) P(C, 71)
tions respectives de « pivot d’axe une droite » et « pivot
glissant d’axe une droite », on peut proposer comme graphe 1@ 04 PG(EF)
des liaisons
P(B,7) P(D,7)
[ L ]
2 P (F ) Zl) 6

2. Les arcs matérialisent les liaisons et les actions mécaniques correspondantes. Il faut ajouter a cet inventaire
les actions mécaniques autres, a savoir dans cet exercice :

e la pesanteur p — 2 ;
e les actions mécaniques du fluide f — 5 et f — 6.

En modélisation plane, il est souvent utile d’identifier en premier tous les ensembles soumis a 1’action méca-
nique de deux glisseurs. Cela revient ici a chercher sur le graphe des liaisons tous les ensembles entre deux arcs
matérialisant des pivots. Deux ensembles conviennent :

* équilibre de 4/1, soumis aux seules actions mécaniques 2—4 et3—4 ;

R(B—4)
0

RQ2—4)

FQR2—4) = {0

FB—4) =c {

Ces deux glisseurs ont méme axe central la droite (C D) et leurs résultantes sont opposées. L’exploitation de
cet équilibre laisse subsister une inconnue scalaire que 1’on retrouve sur les deux torseurs F(2—4) et F(3—4).

e équilibre de {5,6}/1, soumis aux seules actions mécaniques 3—5et2— 6

R(3—5)

5 FQ—>6) = {5(2*6)

FB—=5) = =
( ) E 0

Ces deux glisseurs ont méme axe central la droite (E F) et leurs résultantes sont opposées.
Les autres ensembles ne comportant que deux arcs sortants ne conviennent pas :
* tige 6 et corps de vérin 5 sont soumis chacun a trois actions mécaniques ;
* ’ensemble {2,3,4,5,6} est soumis a 1’action mécanique de trois glisseurs ;

e I’équilibre du bati par rapport a lui-méme 1/1 n’a aucun sens !

3. Trois équilibres sont proposés.

Equilibre de 2 par rapport a 1

L’inventaire des actions mécaniques extérieures permet d’en retenir quatre :
e |le bati 1 — 2, avec 2 inconnues ;

¢ ]a biellette 4 — 2, avec 1 inconnue ;

e la tige de vérin 6 — 2, avec 1 inconnue ;

* la pesanteur p — 2, entiérement connue.

Que ce soit de maniere analytique ou graphique, on dénombre quatre inconnues pour trois équations, on ne sait
donc a priori pas résoudre !

Equilibre de 3 par rapport a 1

L’inventaire des actions mécaniques extérieures permet d’en retenir trois :
e Je bati 1 — 3, avec 2 inconnues ;

¢ |a biellette 4 — 3, avec 1 inconnue ;

* la tige de vérin 5— 3, avec 1 inconnue.
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On dénombre quatre inconnues pour trois équations, on

ne sait donc pas résoudre enticrement. Mais on sait qu’un -@-
solide en équilibre sous I’action de trois glisseurs im- F
pliquent les trois axes centraux correspondants paralleles K 'd} D
ou concourants. On détermine ainsi la position du point
K, point d’intersection des axes centraux des glisseurs g)
F@—3) et F(5—3).
©
E
3

OA

Equilibre de {2, 3,4, 5, 6} par rapport a 1

L’inventaire des actions mécaniques extérieures permet d’en retenir trois :
e e bati 1 — 2, avec 2 inconnues ;

e le bati 1 — 3, avec 1 inconnue ;

e la pesanteur p — 2, entierement connue.

On dénombre trois inconnues pour trois équations, on sait a priori résoudre entierement. Cet ensemble est en
équilibre sous I’action de trois glisseurs dont deux des trois axes centraux se coupent au point J. On détermine
ainsi la direction de 1’axe central du glisseur 7 (1 — 2).

L’équation de résultante donne ensuite

R(1—2)+ R(1—>3)+R(p—2)=0

Le dynamique peut étre alors tracé : il conduit a la connaissance de ﬁ(l —3).
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Une fois R (1— 3) déterminé, on revient a I’équilibre de 3 pour exploiter I’équation de résultante

R(1—3)+R@4—3)+R(5—3)=0

Le dynamique peut maintenant étre tracé : il conduit a la connaissance de R(5—3). On mesure

||I$(5 — 3)|| = 72 kN, valeur qui correspond a I’effort de poussée recherchée.

-

F

K D

@A

10kN

Winch

1. L’effort de traction de la voile tend a faire tourner le tambour par rapport au pont du voilier dans le sens po-
sitif. C’est ce sens de rotation qui est bloqué par le dispositif a cliquets.

2. On s’intéresse a 1’équilibre du tambour et du morceau de cordage représenté sur la figure 1. Cet ensemble
est soumis a :

* |’action du marin sur le cordage m — ¢ ;
* [’action de la voile sur le cordage v— ¢ ;
e I’action du pont sur le tambour p — 7.

A I’équilibre, on a ainsi

Fm—c)+Fv—c)+F(p—>1) =0

C’est I’équation de résultante de cette derniere équation qui permet de répondre a la question posée.

La somme F'(v—c) + F(m— c) représente 1’opposé de la résultante des actions du pont sur le tambour. Ce
dispositif est prévu pour que le pont encaisse 1’essentiel de I’action mécanique de la voile sur le cordage.

3. On s’intéresse 2 1’équilibre d’un petit morceau de cordage et on se place dans le repere local (P,7i,7). Le
poids de ce bout de cordage est négligé devant les tensions transmises et on pose :

e une tension F'(«) dans le cordage a la position angulaire oo, en posant cette tension a priori croissante avec
o

* ’action élémentaire du tambour sur le bout de cordage.

dF(t—c) = Nii — Tt

la composante tangentielle 7 de d F (f — ¢) est posée suivant —f , car avec une tension supposée croissante avec
o, la vitesse de glissement V (P,c/t) est constatée suivant +7.
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4. Ce morceau de cordage est en équilibre sous I’action de trois glisseurs dont les axes centraux sont concou-
rants au point P. On exploite alors I’équation de résultante pour écrire :

« I’équation de résultante suivant 7 ;

N—F 9N 09 p e+ sn 9% o (1)
‘T2 2 T 2~
« I’équation de résultante suivant .
T-F da cos da + F + da cos do _ 0 2)
) 2 ) 2 =

5. Plusieurs manipulations sont alors indispensables :

¢ on exploite la formule de Taylor pour écrire, au premier ordre
du , da
Floa+— )~ F(o) + F'(a)—
2 2
d d
F (a - 7“) ~ F(a) — F’(a)Ta

e pour un angle u trés proche de 0, on a comme approximations trigonométriques, toujours au premier ordre
cosu ~ 1
sinu ~ u

¢ on se place a la limite du glissement pour écrire

T
Sl=1
Les équations (1) et (2) se transforment et on écrit
N =daF(x) 3)
fN =daF' (o) @)

On effectue le rapport membre a membre des deux dernieres équations (4) et (3) pour proposer comme équa-
tion différentielle

F'(a) _

Fl@

Cette équation s’integre entre 0 et o par

(n(F(a)]g = f o]y



On prend comme condition initiale la tension F;, exercée par le marin pour o = 0 et F;, celle exercée par la
voile pour la valeur &. On obtient alors

In(F,) —1 =1 Fo) 2
n( v)_n(Fm)—n<F_>—fa

m
On en déduit finalement 1’expression a retenir
Fy = Fpel®

6. Avec les valeurs numériques données, on obtient

f=02 a=6x F,=1000N  F, =23N

On constate que trois tours de cordage permettent de diviser 1’effort de traction par 40 !

Agitateur

1. Si on pose une tige avec un angle « trop grand, la tige tombe a I’intérieur du tube. Si par contre on pose une
tige avec un angle o trop petit, la tige tombe a I’extérieur du tube. On déduit de ces constatations les deux pro-
positions suivantes :

* en faisant varier I’angle o de trop grand a trop petit, il existe une position pour laquelle la tige ne tombe ni a
I’intérieur, ni a 1’extérieur du tube ;

* éloigner la tige de sa positon d’équilibre provoque sa chute.

On en conclut qu’une position d’équilibre existe bien, mais qu’il s’agit d’un équilibre instable.

2. On commence par analyser le dispositif en tracant le graphe des contacts

L’observation des mouvements lors de 1’expérimentation préliminaire permet d’affiner 1’analyse des contacts :
e le point A est immobile sur la tige et glisse le long du tube ;

* le point B est immobile sur le tube et glisse le long de la tige.

C’est pourquoi on propose de les caractériser de la maniere suivante :

« contact ponctuel en A de normale X; ;

e contact ponctuel en B de normale ;.

Lors de I’étude de 1’équilibre de 2 par rapport a 1, il est nécessaire de faire I’inventaire des actions mécaniques
extérieures 2 — 2 :

Ny X, avec Ny >0
1 2) = -
F(la—2) A {0
V. >
Flp—2) - {({)VB Y2, avec Np 2> 0

_m v
Flp—2) =, {6 g

L’agitateur 2 est en équilibre sous 1’action de trois glisseurs, et les axes centraux des actions de contact en A et
en B sont sécants en un point /.

On en déduit la seule position possible du centre de masse G pour laquelle les trois axes centraux sont concou-
rants.
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3. On constate qu’une fois le diametre d choisi et I’angle « tracé, la position du point d’intersection / est im-
posée, donc la demi longueur a de 1’agitateur.

G

A }
H I \
On trouve la relation liant les trois grandeurs en considérant successivement les trois triangles rectangles A — H — B,
A—B—IetA—I1-G
AH AB Al
AB Al  AG

On obtient finalement

d 3
— = COS "«
a

4. En prenant en compte le phénomene de frottement, les axes centraux des glisseurs associés aux contacts ne
sont plus portés par les normales, et on utilise la construction graphique ci-dessous pour poursuivre.

Comme on est dans le cas de 1’adhérence, on trace les cones issus des points A et B de demi-angle au sommet
@, tel que tan ¢ = f.

- Y2
% Ty
A
¢ o
”
Gm
‘ B
|
o
| - 7
A ‘ \X
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On constate que le point de concourance possible appartient a un quadrilatere.

Pour un angle « et un diametre d donnés :

* le point G, correspond a la position du centre de masse de la tige la plus courte compatible avec I’équilibre ;
* e point Gy correspond a la position du centre de masse de la tige la plus longue compatible avec I’équilibre ;

e pour une longueur quelconque compatible avec 1’équilibre, le point de concourance est quelque part sur le
segment tracé ci-dessus en bleu a partir de la position du point G. Il subsiste une indétermination, car on ne
peut pas savoir ou sur ce segment.

5. On choisit la longueur maximale de tige compatible avec 1’équilibre :
* le centre de masse de I’agitateur est Gy ;

* les axes centraux des trois glisseurs sont concourants au point X ;

* on peut résoudre et on trace les vecteurs ﬁ(l A—2) et R (13—2).

Y2

ol

A la limite du glissement :
* le vecteur vitesse \7(A,2 /1) a venir est opposé a la composante tangentielle T(l A—>2);

e le vecteur vitesse ‘7(3,2 /1) est opposé a la composante tangentielle f(l B—2).

On trace ces deux vecteurs vitesse en tenant compte du fait que le point / est le centre instantané de rotation.
On constate qu’ils sont bien compatibles avec la chute de I’agitateur a I’extérieur du tube.

Robot palettiseur
1. La lecture du schéma cinématique permet 1’élaboration du graphe des liaisons correspondant, en notant :
* P(Dte) une liaison pivot d’axe la droite Dte ;

* Sph(Pt) une liaison sphérique de centre le point Pt.
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2. Equilibre de la biellette 6/2

* Actions extérieures : 5— 6 et 7— 6.

e Les torseurs associés a ces 2 actions sont deux glisseurs dont les axes centraux passent pour 'un par H et
pour "autre par K. Léquilibre de 6 par rapport a 2 entraine que les deux glisseurs ont méme axe central H K
et R(7— 6) = —R(5— 6) = FyXy.

f 6 X4

F(1—6) = e {0

3. Equilibre du poignet 5/2
e Actions extérieures 2 5 : 6— 5 et 4— 5 et la pesanteur p — 5.
* Les torseurs associés a ces 3 actions sont

R(4—5)

Fﬁ)?4
M(F.4—5) 17,

0

jmsg§2

F(6—5) =H{ 5

]—"(4—>5)={ _7—'(p—>5)=G {
5

* En écrivant I’équation de moment au point F scalaire Z,, on obtient
= =2\ o 5 =2\ o
(—msgyz A GF) Zat <F6x4 A HF) 3 =0
msgc — a Fs (X4 A7) 22 =0

@

Fo=— —
®™ 4 cos (a—@—ﬂ)msg

4. Equilibre de I’ensemble ¥ = {4,5,6} par rapport a 2

* Actions extérieures a X : 7— 6, 3L — 4 par la liaison , 3 f — 4 par le frein, la pesanteur p — 5 et la pesan-
teur p — 4.

e Détail des torseurs

]-"(7—>6)=K{g°x4 Fp—3) = {g”“gyz Flp—4) = {5’”43”
5 4

Pour I’action 3— 4, on distingue la contribution de la liaison et celle du frein

RGB—4)

0
M3y 13 °~Cf79= {

.7'-(3L—>4) = { Mf3422

+ Equation de moment au point D scalaire 7,
(—msgiz A GSB) 2+ (—m4g§2 A G423) 2

+ (F524 VAN I(—D)) .22 + M(D,3—>4)?2 + Mf34 =0

On obtient apres calcul

1
Mf34 = <m5 + 5"14) gb COos (9 + /3))
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5. Stratégie de résolution :

e en étudiant I’équilibre 8/2, on arrivera  la mise en place d’un glisseur de résultante — Fyy; et d’axe central
passant par B pour I’action 2 — 8 ;

e en étudiant I’équilibre 7/2 et en écrivant I’équation de moment statique au point D scalaire Z,, on détermine
Fs;

* en étudiant I’équilibre de I’ensemble {3,4,5,6,7,8} par rapport a 2 et en écrivant 1’équation de moment au
point A scalaire Z,, on détermine M,3.

6. Détermination de M ;3
« Equilibre de 7 par rapport 2 2 :
— actions extérieures a7 :6—>7,8—7 et3—7 ;

— les torseurs associés a ces trois actions sont
—Fs X4 —Fg 3
6—>7) = — 8—7) = =
f(_’)K{o F(_’)c{o

RG—17)

AG=>1) = {M(D,3—>7) 1%

— en écrivant 1’équation de moment statique au point D scalaire 7,
= = = =2\ o
(—Fﬁx4 A KB) o+ (—ng3 A CD) Z=0

ngcos(a—ﬂ—Q)Fﬁz c m
a cos 0 a cos 6

58

« Equilibre de {3,4,5,6,7,8} par rapporta 2 :

— actions extérieures a {3,4,5,6,7,8} : pesanteurp —3,p—4 etp—S5 ;2—8 ;2L — 3 par la liaison et
2f— 3 par le frein ;

— les torseurs associés a ces actions sont

—m3gy, —magys
3) = - 4) = =
F(p—3) G {0 Fp—4) G, {0
F(p—5) = —msgYs FQ—8) = —FyJs
Gs |0 B |0

Pour I’action 2 — 3, on considere séparément la liaison pivot et le frein

0
FRf—3) = .
2f—>3) {Mmzz

R2—3)
M(A2—3) L7

FQRL—3) = {
— en écrivant 1’équation de moment au point A scalaire Z,
= =) = = =\ =
(-magyz A G3A) 22+ (—M4gyz A G4A> 22
= =) = = =5\ o
ar (—m5gy2 A G5A> 22+ (—ng3 A BA) .22 + Mf23 =0

On obtient finalement apres calcul

1 1 .
Mgy = — ((m; + ;m4) cos (0 + B) + (m5 + my + ;m3) sin 9) gb
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Coinceur a cames

1. On commence par tracer un graphe des liaisons et des
contacts, en notant :

o

e P(dte) une liaison pivot d’axe la droite dze ;

e C P(pt,vec) un contact ponctuel au point pt de normale
vec.

Avec I’hypothese de modélisation plane, toutes les actions
mécaniques associées aux liaisons et contacts sont assi- P(0,7) P(0, %)
milables a des glisseurs. On propose alors la stratégie sui-
vante.

@

* On suppose réalisé I’équilibre de 3/1 :
— actions mécaniques extérieuresa3 :2—3et1—3;

— la came 3 est supposée en équilibre sous 1’action mé-
canique de deux glisseurs : ces deux glisseurs admet-
tent la droite (O A) comme axe central

On constate que la droite (AO) est inclinée d’un angle
o par rapport a la normale (A,7) au contact.

* On suppose réalisé 1’équilibre de 4/1 :

— actions mécaniques extérieures a 4 : 2—4 et
1—4;

— de la méme facon, la droite (BO) est I’axe central L
commun aux deux glisseurs, incliné de I’angle o par
rapport a la normale au contact (B,X;).
* On suppose réalisé 1’équilibre de ¥ = {2,3,4} par rap-
portal :

— actions mécaniques extérieures X — X : trois glisseurs, ‘v
modélisant la charge ¢ — 2 et les actions de la paroi
1—>3etl—4;

— ces trois glisseurs ont leur axes centraux concourants
au point O ;

— I’équation de résultante scalaire X; donne

IR(A—H] = IR(1—3)]
—I’équation de résultante scalaire y; permet d’écrire

IR(1—4)| = |[R(1—3)|| =

2 sin o

Pour un angle o de 20 °, on obtient un module d’environ 20 kN.
2. On exploite I'interprétation graphique des lois du frottement pour répondre :

* Ladroite (O A) estI’axe central du glisseur 7 (1 — 3), incliné de 1’angle o par rapport a la normale au contact
en A. Pour que I’équilibre soit possible, il faut que 1’angle d’adhérence ¢ soit supérieur a «.

Soit fle coefficient de frottement du couple acier-roche, il est donc nécessaire d’avoir
tana < f

e Par ailleurs, on vérifie que la composante tangentielle de 1’action mécanique 1 — 3 est bien opposée a la vi-

tesse de glissement ‘7(A,3 /1) qui apparaitrait s’il y avait déplacement de 3 par rapport a 1 sous I’effet de la
charge P. Il est également nécessaire d’avoir

R(1—3).V(A,3/1) <0
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3. Pour comprendre le probleme, on se place dans le réfé-
rentiel 1 et on imagine plusieurs positions de la came 3,
comme le montre la figure ci-contre.

Ces tracés permettent plusieurs constatations.

* Le point de contact courant se déplace sur la droite (O A),
avec I’angle o constant.

* Si on considere les deux points extrémes P; et P, du pro-
fil de la came, les largeurs extrémes entre les deux faces
de la fissure sont

20 P cos (o) et 20 P, cos («)

Pour trouver I’équation du profil a adopter, on exprime
maintenant la contrainte « I’angle  doit rester constant » dans
un référentiel 1ié a la came :

* on pose un repere (O, u3,V3) lié & la came 3, avec le point
Py sur la droite (0,u3) par exemple ;

ﬁ] = rlii3

¢ le point de contact courant P est repéré en coordonnées polaire (p,0) ;

0P = p(0)e,

. e — .
* on trace au point P le vecteur normal au contact n incliné de 1’angle « par rapport au vecteur P O, ce qui re-

vient a imposer également

L

=Y

(Er,; )=«
La figure ci-contre exprime ces différentes pro- .
positions. vs
L’équation a résoudre est alors
s
— " — tana
t.e;
Comme 7 est colinéaire a Z—zér + pe;, cette
condition devient
dp
7 (0]
ﬁ = tan o
P

La condition conduit ainsi a un profil en spirale logarithmique d’équation polaire

,0(9) _ r1€76 tan o

Py



Mecanismes

Bl Plan MR Theéemes abordés dans les exervcices

Les méthodes a retenir 80 * identifier les mouvements de solide indéformable
Enoncés des exercices 80 * dénombrer équations et inconnues
Du mal 3 démarrer ? 91 * interpréter les degrés de mobilité et de statisme

. * rechercher des lois de comportement
Corrigés 92
* exploiter des résultats analytiques

e lire des courbes issues de simulation

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exevcices

* notion de solide indéformable

° notion de mouvement

* graphe de structure, graphe des liaisons

* chaines ouvertes et chaines fermées

* nombre de cycles

* variables et invariants

* approche cinématique et approche dynamique

* représentation matricielle des systemes d’équations linéaires
* indice de mobilité

* degré de mobilité et degré de statisme
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= | es méthodes a retenir

Dénombrer les mouvements

Caractériser un mécanisme
par une approche cinématique

Caractériser un mécanisme
par une approche dynamique

¢ Différencier pieces et mouvements.
¢ Identifier les référentiels possibles.

= Exercice 3.1

* Evaluer le nombre de cycles indépendants.

* Dénombrer équations et inconnues.

¢ Calculer I’indice de mobilité.

* Interpréter les inégalités obtenues pour les degrés de mobilité et de
statisme.

* Appliquer les méthodes travaillées en cinématique.

== Exercices 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6

* Evaluer le nombre d’équilibres ou de mouvements pour une étude
systématique.

* Dénombrer équations et inconnues.

¢ Calculer I’indice de mobilité.

* Interpréter les inégalités obtenues pour les degrés de mobilité et de
statisme.

* Appliquer les méthodes travaillées en statique.

== Exercices 3.5, 3.6

=mmse Fnoncés des exercices

Mouvements

On s’intéresse dans cet exercice au décompte des mouvements envisageables sur un
ensemble de n solides.

On rappelle qu’un mouvement de solide indéformable se note sous la forme i/k, et se
lit « mouvement de i par rapport a k ».

1. Lister les mouvements envisageables sur la chaine fermée 1 —2 — 3 — 1 de la figu-
re 3.1, en distinguant les mouvements de solide indéformable des autres.

2

1 3

Figure 3.1 — Exemple d'une chaine fermée
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Enoncés des exercices

2. Lister les seuls mouvements de solide indéformable envisageables sur la chaine
ouverte | —2 —3 —4 de la figure 3.2.

2 4

1 3
Figure 3.2 — Exemple d'une chaine ouverte

3. Généraliser I’approche précédente et exprimer le nombre N de mouvements de soli-
de indéformable envisageables sur un ensemble de 7 solides.

4. Appliquer le résultat précédent au graphe de structure du mécanisme présenté sur la
figure 3.3.

4 7
Figure 3.3 — Exemple d'un mécanisme complexe

Ponceuse

On considere une ponceuse a téte triangulaire oscillante dont le fonctionnement est
décrit par les schémas des figures 3.4 et 3.5. Elle comprend :

e un carter 1, auquel on associe le repere (A, X1, ¥1, 21) ;

e un arbre moteur & excentrique 2, en liaison pivot d’axe (A, ¥1) avec le carter ;

e un patin 4 en liaison pivot d’axe (A, Z1) avec le carter ;

* un piston 3 en liaison pivot glissant d’axe (B, ¥1) avec 2 et en liaison pivot glissant
d’axe (B, Z1) avec le patin.

La rotation rapide de 3000 tr/mn de 2 par rapport a 1 provoque la rotation alternative
du patin 4 par rapport a 1.

Paramétrage :

* le fonctionnement repose sur I’excentricité e de I’arbre moteur 2, a savoir la distance
entre les axes (A, o) et (B, y2), ainsi que sur la longueur L du bras du patin 4, a
savoir la distance entre les axes (A, Z4) et (B, Z4) ;

e sur la machine étudié, onae < L ;

e la position de 2 par rapport a 1 est repérée par I'angle & = (Z1,22) ;

* la position de 4 par rapport a 1 est repérée par I'angle 0 = (¥1,y4).

Hypothese :

* dans cet exercice, on suppose le systeme dans des configurations telles que I’angle 0
n’est jamais un multiple de /2.
Objectifs :

e déterminer les degrés de mobilité et de statisme ;
e déterminer la loi entrée-sortie cinématique.
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Figure 3.4 — Schéma cinématique en perpective isométrique

/3
\
B
. 2
51 /
\
A - —

Figure 3.5 — Schéma cinématique dans le plan (A,y;,Z1)
1. Tracer le graphe des liaisons et mettre en place les torseurs cinématiques V(2/1),
V#/1), V(3/2) et V(3/4).
2. Calculer et interpréter I’indice de mobilité de ce mécanisme.

3. Que dire du degré de statisme du mécanisme sachant que le modele de travail est
construit a partir d’un outillage électro-portatif qui fonctionne ?

4. Déterminer par le calcul les degrés de mobilité et de statisme du mécanisme.
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Enoncés des exercices

5. Déduire du travail précédent la loi entrée-sortie. Peut-elle déboucher sur une loi
entrée-sortie en position ?

6. L’hypothese initiale sur 1’angle 0 est-elle utile dans 1’étude des degrés de mobilité et
de statisme ?

Pompe a pistons axiaux

La structure que 1’on se propose d’étudier est le modele cinématique d’une pompe volu-
métrique a pistons axiaux, présenté figure 3.6. Un moteur entraine la rotation de 1’arbre
1 par rapport au bati 0. Le débit est généré par la translation rectiligne alternative de
cinq pistons 3; par rapport au bati 0. Le schéma cinématique donné ne présente qu’un
seul des pistons, lesquels sont régulierement répartis autour de I’axe de rotation de
I’arbre moteur 1.

Yo 0l
_ Pompe )
0 1 2 w1o(¥) Vao(A)
— —]
/ :
/< 3 5 | Piston
__: ' Zo 2 1 Plateau
A B 1 1 | Arbre
—_ " 0 1 | Bati
C | Rep | Nb | Designation
3
/

Figure 3.6 — Schéma cinématique de la pompe a pistons axiaux

Ce mécanisme comporte quatre ensembles :

e un bati 0, auquel est associé le repere (A, X, Yo, 20). On pose AB = bxy ;

e un arbre 1, relié au bati O par une liaison pivot d’axe (B, X) :
—le repere (B, X1, ¥1, 1) est attaché a 1 tel que X = X et on pose 1) = (Yo, ¥1),
—un repere (B, iy, U1, 7;) est également lié 2 1 et on pose I'angle 6 = (¥, i)

constant.

* un plateau 2, relié a I’arbre 1 par une liaison pivot d’axe (B, i;). A ce plateau est
associé le repere (B, Xa, ¥», Z2) tel que X, = ii; et on pose ¢ = (U, ¥2).

e un piston 3, lié au bati 0 par une liaison pivot glissant d’axe (C, Xo) :
— on pose AC = —RYy + AXo,
— le piston comporte une calotte sphérique de rayon r a son extrémité et le contact

avec le plateau (2) est modélisé par une liaison sphere plan de centre C et de nor-
male X5.

1. Tracer le graphe des liaisons associé a ce mécanisme et rechercher les invariants géo-
métriques de cette structure.

2. Calculer I’indice de mobilité en ne tenant compte que d’un seul piston. Que peut-on
en déduire ?
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3. Caractériser le torseur cinématique de chaque liaison.
4. Exprimer X en fonction de 1, de v et des invariants géométriques du mécanisme.

5. En supposant qu’il y ait non glissement entre 3 et 2, exprimer ¢ en fonction de ¥ de
deux manieres diftérentes. Conclure quant a la validité de cette hypothese.

6. Proposer une solution technologique permettant de matérialiser la liaison entre 3 et
2 avec des surfaces de contact.

Robot a structure parallele

Ce robot a structure parallele ABB IRB340 est adapté au picking, c’est-a-dire a la prise
et la dépose d’objets avec des déplacements rapides. Il s’agit d’un robot « quatre
axes », dont trois servent a déplacer un plateau porte-préhenseur en translation spatia-
le par rapport au bati. Le quatriéme axe consiste a faire tourner le préhenseur autour
d’un axe vertical. Ce dernier n’est pas pris en compte dans cet exercice, et donc non
décrit sur la figure 3.7.

Bati 0 Bras 1

Porte-préhenseur 3

Figure 3.7 — Vue d’ensemble du robot ABB IRB340

Le mécanisme ainsi étudié est constitué :

e d’un bati, repéré O ;

e d’un porte-préhenseur, repéré 3 ;

e de trois sous-structures identiques notées a, b et ¢ et comprenant chacune, avec
i €fa,b,c}:
—un bras 1; en liaison pivot d’axe (K;,y;;) avec le bati,
— deux tiges 2; et 4; en liaison sphérique de centres respectifs A; et D; avec le bras 1;,

B; et C; avec le porte-préhenseur 3.

1. Réaliser le graphe de structure de ce mécanisme.

2. Déterminer le nombre d’inconnues cinématiques ainsi que le nombre d’équations
cinématiques.

3. Calculer et interpréter ’indice de mobilité de ce mécanisme.
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On accepte la proposition suivante : le déplacement en translation spatiale du porte-pré-
henseur 3 par rapport au bati 1 est imposé par le pilotage des liaisons pivot entre le bati
et chacun des trois bras. En conséquence, on bloque dans un premier temps ces trois
liaisons pivot.

4. En considérant la seule chaine ouverte 0 — 1, — 2, — 3, calculer le nombre de
degrés de liberté annulés par la tige 2, dans le mouvement de 3 par rapport a 0.

5. En considérant le mécanisme en entier, évaluer, cette fois sans calcul, les degrés de
mobilité et de statisme de cette structure.

On s’intéresse maintenant a une des trois sous-structure i, avec i € {a, b, c}, telle que
représentée sur la figure 3.8 ; elle comprend les solides 1;, 2;, 3 et 4;. Pour la suite de
cette question, on omet 1’indice i. On souhaite montrer qu’une telle sous-structure
contribue a réduire le mouvement 3/0 a une translation.

Onpose AB=DC =LetAD = BC = 2e.

On se place dans une configuration initiale pour laquelle ABC D est un parallélogram-
me non écrasé.

6. Etudier la fermeture de la chaine cinématique et montrer que dans toute configura-
tion initiale, on a

52(3/1).(?3/\@) -0 3.1)

Figure 3.8 — Schéma cinématique partiel
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Poser des coordonnées pour les vecteurs rotation n’est pas nécessaire pour
répondre. Dans I’hypothése oﬂ_l)e beﬂn se fait quand méme sentir, choisir la
base vectorielle (A ,AD,ABANAD ermet de poser, par exemple,
> — s —

QQ2/1) =wp AB+wg AD +w, ABNAD

On termine cette étude en considérant le mécanisme dans son ensemble.

7. En exploitant le résultat précédent et en considérant les trois liaisons pivot toujours
bloquées, préciser les conditions géométriques a vérifier pour avoir a chaque instant

Q3/1)=0 (3.2)

8. Conclure quant au mouvement 3/0 lorsque 1’on motorise les trois liaisons pivot.

Barriére Sinusmatic
Présentation

La barriere Sinusmatic est un remarquable exemple de mécanisme sphérique. Sa parti-
cularité résulte de la cinématique brevetée de son renvoi d’angle représenté sur la figu-
re 3.9 : il transforme le mouvement circulaire continu d’un motoréducteur en un mou-
vement oscillant d’un quart de tour d’une lisse de barriere.

A %

81

3
Il

&

Figure 3.9 - Le renvoi d'angle de la barriére Sinusmatic

Ce mécanisme autorise des temps de manceuvre trés courts, sans choc aux extrémités
de la course. Le temps d’ouverture annoncé est par exemple de 3,5 secondes pour une
barriere de longueur pouvant atteindre 2 metres.

Plusieurs options et performances sont jointes en annexe a ce sujet.
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Enoncés des exercices

Modéele cinématique et paramétrage
Ce mécanisme est composé de quatre ensembles, que 1’on détaille ci-dessous.

eUnbiti 1 :
— il lui est associé le repere (C, ¥, ¥1, Z1).

e Une fourche 2 :
— elle est reliée au bati 1 par une liaison pivot d’axe (C, X) ;
— on lui associe un repere (C, X2, y», 22), tel que Xo = Xi, et on pose B = (J1, ¥2) ;
— la position de la lisse de la barriere, c’est-a-dire de la piece qui barre effectivement
le passage, reste a déterminer.

e Un croisillon 3 :
— il est en liaison pivot d’axe (C, Z,) avec la fourche 2 ;
— on lui associe le repere (C, X3, ¥3, 23), tel que Z3 = Z», et on pose : y = (X2, X3).
e Un arbre 4 :
— il est relié au bati par une liaison pivot d’axe (C, ;) ;
— on lui associe le repere (C, X4, Y4, Z4), tel que ¥4 = ¥y, et on pose : & = (Z1,24) ;
— on lui associe également un repere (C, iy, U4, Z4), €t on pose : 0 = (X4, Uyg) ;

— un point B est défini sur 4 tel que B_(,)‘ = Ri, ;
— cet arbre 4 et le croisillon 3 sont en liaison sphere cylindre, de centre B et d’axe
(C.X3).

-

AN

Figure 3.10 - Schéma cinématique

Compréhension du fonctionnement

1. Dénombrer variables et invariants de ce mécanisme. Caractériser le torseur cinéma-
tique de chaque liaison.
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2. En vue de la recherche de la loi entrée-sortie /3 = f(a), citer I’équation scalaire évi-
tant les 5 inconnues cinématiques indésirables.

En déduire la loi entrée-sortie sous la forme g(,B, B,a, a,0) =0.

3. En supposant de plus les conditions initiales nulles, trouver la loi géométrique entre
les variables «, B et 6 parmi les huit propositions suivantes

——  tano = tsinBtanf tanf =+—— tanB = *sinw tan6
tan 0 tan @

4. On souhaite une amplitude de 90° pour la rotation de la lisse par rapport au bati. En
déduire la valeur numérique correspondante de 1’angle 6.

sin 8 sin
tana = =+
a

Choix de conception

5. Montrer que le vecteur vitesse \7(3, 4/3) est nul.
De méme, montrer que le vecteur rotation €2(4/3) est porté par Xs.

6. Quel intérét y a-t-il alors de ne pas poser une liaison pivot entre 3 et 4 ?
Performances cinématiques

Indépendamment des résultats précédents, 1’utilisation d’un logiciel a permis d’obtenir
la loi entrée-sortie f = f(«) pour une valeur de 1’angle 6 donnée. Cette courbe est tra-
cée sur la figure 3.11. La lisse de la barriere est supposée évoluer dans le quart de plan
y1 20,z 20.

4 50

50

. 7 1 \
N / \
/ \

10

| Y

/

A /
\ ~
A

- 30
N\ 5= fl)
- 40
B = —+45sin(«)
- 50

Figure 3.11 - Loi géométrique B = f(«)

7. Reproduire I’allure de cette courbe et la compléter de maniere a y indiquer les posi-
tions barriére ouverte et fermée.

8. Pour un cycle d’ouverture en 3,5 s, déterminer quelle doit étre la fréquence de rota-
tion de I’arbre d’entrée 4.
En supposant cette fréquence uniforme, superposer a la courbe précédente 1’allure de
la fonction 8 = h(w).

9. Représenter en perspective isométrique le schéma cinématique minimal de ce méca-

nisme pour la position barriere fermée.

10. Commenter I’affirmation : « Ce mécanisme autorise des temps de manceuvre tres
courts, sans choc aux extrémités de la course ».
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Enoncés des exercices

Valider une performance dynamique

Un utilisateur malhonnéte cherche a manceuvrer la lisse de la barriere. Son action est
modélisée par un couple C, suivant X;. Les différentes actions mécaniques dues 2 la
pesanteur sont négligées devant les actions mécaniques de liaison. Le couple moteur
exercé sur ’arbre 4 est posé suivant y; et est noté Cy,. L’évolution est suffisamment
lente pour que 1’on puisse considérer le passage d’une position a une autre comme une
succession d’équilibres.

On s’intéresse a la valeur du couple moteur C,, en fonction du couple résistant C,.

11. Dénombrer équations et inconnues du probleme et conclure quant a la possibilité de
le résoudre.

12. Dénombrer les équilibres a étudier possibles. Pour chacun d’eux, faire I’inventaire
du milieu environnant et dénombrer les inconnues.
Proposer une stratégie de résolution minimisant le nombre d’équations a écrire.

13. Déterminer par une méthode au choix la relation entre le couple moteur Cyy, et le
couple résistant C.

14. En supposant le couple résistant C, constant, donner I’allure de la courbe Cj; en
fonction de I’angle «.

15. La notice technique annonce 1’irréversibilité du mécanisme en positions ouverte et
fermée. Commenter cette affirmation.

Annexe : Spécifications techniques

Alimentation

* Jusqu’a 10 cycles/heure :

—> transformateur 220/12 V

* Intensif chargeur

e Solaire, apres étude

* Réserve de marche 300 manceuvres par batterie

Commande

* Radio homologuée codée 1 024 combinaisons

* Détecteur a boucle magnétique

* Lecteur de badge

¢ Clavier codé filaire ou radio

 Fermeture automatique temporisée, de 3 s a I’infini

Sécurité

* Alimentation basse tension 12 volts

e Irréversibilité du mécanisme en position ouverte et fermée
* Sécurité bidirectionnelle contre le bris de la lice

* Acces au mécanisme par un outil spécial, inviolable
 Limiteur de couple électronique ajustable

Option anti-vandalisme

* Moyeu articulé breveté a liberté 1/2 sphérique

Mécanique

* Couple de sortie autorisé 15 mkg

* Borne tdle d’acier galvanisé revétue peinture époxy
—> couleur standard rouge

* Contrepoids d’équilibrage réglable

* Poids total 50 kg

* Poids mécanisme seul 9 kg

* Conditions climatiques -20°C +70°C
« Etanchéité IP 549
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Train d’atterrissage

Soit un mécanisme de train d’atterrissage monté sur un banc d’essai. Il est constitué de

cing solides : .

* un bati repéré 1, auquel on associe un repere (A, Xi, yi, z1). On pose DA = dX, ;

* une jambe 4, en liaison pivot d’axe (A, Z;) avec le bati 1. On lui associe un repere
(4, X4, ¥4, Z4) en choisissant 74 = Z; et on pose o = (X}, X;), ainsi que BA = biy,
BC = aky +cys ;

* une roue 3 de rayon R, en liaison pivot d’axe (B, Z,) avec la jambe 4 ;

« une contre-fiche 5, en liaisons sphérique de centre D avec le bati et de centre C avec
la jambe, empéche_l)a rotation de cette derniere par rapport au bati autour de 1’axe
(A, Z1). On pose DC = LXs, ainsi que 8 = (¥}, Xs) ;

* un coulisseau 2, en liaison glissiere de direction y; avec le bati 1, vient en contact avec
la roue 3 en un point unique 1. On lui associe une base (X, y», Z;) et on pose

B = (X, X2).

Un vérin hydraulique non représenté exerce sur 2 une action connue et modélisée par
un glisseur F(v— 2) de résultante Fy.

Les liaisons et le contact sont supposés sans frottement.
1. Dénombrer variables et invariants caractérisant ce mécanisme.
2. Emettre un avis sur le statisme de la structure proposée.

3. Déterminer les efforts supportés par la contre-fiche 5 en fonction de I’effort de pous-
sée F.

On considére maintenant le contact au point / entre la roue 3 et le coulisseau 2 carac-
térisé par le coefficient de frottement noté f.

4. Identifier les modifications a apporter a 1’étude précédente.

\)
2

Figure 3.12 - Schéma cinématique du train d’atterrissage monté sur le banc d’essai



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

1. Un mouvement s’exprime sous la forme X /R, avec R
solide indéformable et X un systeme quelconque.

2. Se restreindre aux seuls systemes indéformables.

3. Exploiter le fait qu'un mouvement de solide indéformable se
note sous la forme i/k,avec i et k deux solides différents.

3. Interpréter I'indice de mobilité en admettant au moins
un degré de mobilité.

4. Ecrire le systéme d'équations :

« identifier les vecteurs qui restent confondus au cours du temps ;

« écrire la composition des vitesses au point B ;

« décrire le vecteur ﬁ de deux maniéres ;

« choisir a chaque fois la description qui évite d'introduire les
longueurs variables.

La résolution « manuelle » de ce systeme permet ensuite de

répondre sans calculer de déterminant.

5. La loi entrée-sortie cinématique est-elle intégrable ?
6. Ne pas oublier que e < L.

1. Les variables cinématiques sont issues des liaisons, les
invariants sont des longueurs ou les angles caractéristiques des
solides, que I'on détermine a partir des caractéristiques géomé-
triques induites par les liaisons.

3. Ne surtout pas poser de composantes pour les vecteurs
inconnus.

5. Il est nécessaire :

« d'introduire un point de contact et de caractériser sa position ;

« de continuer a chercher a éviter les inconnues indésirables ;

+ de ne pas se décourager devant les calculs qui s'allongent un
peu.

1. Procéder de maniére systématique en disposant les
onze solides de maniére a retrouver les trois sous-ensembles
identiques.

3. Imaginer les mouvements possibles en bloguant le maxi-
mum de liaisons possible.

Du mal a démarrer ?

4. S'intéresser a la forme du torseur cinématique 1/(3/0).
5. Combien y a-t-il de tiges ?

3. Dériver les lois proposées permet de proposer I'arrange-
ment a faire sur la loi cinématique pour identifier.

5. Quelles sont les nouvelles lois entrée-sortie recherchées ?
Continuer a essayer d'éviter les inconnues indésirables.

9. Commencer par mettre en place le repére de référence, puis
ajouter les éléments géométriques remarquables, en suivant les
directions principales pour se repérer dans l'espace.

10. La réponse est a lire sur les courbes des lois géométrique et
cinématique.

12. Se contenter d’ensembles de solides... Faire un tableau de
synthése.

13. S'appuyer sur le tableau de synthése de la question précé-
dente.

15. La réponse est a lire sur la courbe précédente.

1. S'appuyer sur un graphe des liaisons et contacts :
« les variables sont issues des arcs ;
«les invariants appartiennent aux sommets et se retrouvent
a priori dans les expressions des lois entrée-sortie.

2. S'intéresser aux liaisons comportant le plus de degrés de
liberté pour essayer d'y imaginer des contraintes de montage.

3. Commencer par mettre en place une stratégie de résolution :

» dénombrer inconnues et équations ;

« chercher les ensembles soumis a deux actions mécaniques ;

- identifier les ensembles soumis a I'action de trois glisseurs ;

« essayer d'éviter les inconnues des liaisons pivot et glissiere par
exemple.



Mouvements

1. Neuf mouvements sont envisageables :

¢ six mouvements de solide indéformable ;
3/2 2/1 3/1
2/3 1/2 1/3

e trois mouvements de systemes de solides.
{3,2}/1 {2,1}/3 {3.1}/2
Cette recherche systématique permet de rappeler que 1’on sait envisager et définir le mouvement /R d’un

systeme matériel quelconque X par rapport a un repere R, ce dernier seul restant nécessairement solide.

Ceci étant dit, seul un mouvement de solide indéformable conduit a un champ de vecteurs vitesse équiprojec-
tif, et donc a I’écriture possible d’un torseur cinématique.

2. On construit un tableau pour présenter les mouvements de solide indéformable envisageables, en inscrivant
en couleur les mouvements matérialisés par des arcs

472 4/1
3/1
2/4
/4 1/3
3. Pour un ensemble de 7 solides, rechercher le nombre N de mouvements de solide a considérer revient a comp-

ter le nombre de paires ordonnées de solides possibles. Ordonnées, car les mouvements i/k et k/i ne sont pas
les mémes ! « 2 parmi n » exprime le nombre de paires non ordonnées, on en a ainsi le double

(1)

Un dénombrement élémentaire est également possible ; pour un solide donné, il y an — 1 référentiels possibles,
et n solides sont a envisager

N=nn-1)
4. Le graphe de structure proposé comporte 7 sommets et 8 arcs :

e sept sommets, donc 42 mouvements de solides envisageables ;

¢ huit arcs, donc 16 mouvements particuliers, pris sur cet ensemble de 42 mouvements envisageables.

Ponceuse

1. On commence par tracer le graphe de liaisons de ce mécanisme

P(dte) pivot d’axe (dte)
PG(dte) pivot glissant d’axe (dte)

L’écriture des torseurs cinématiques est immédiate

. > éﬁ
VQ/1) = A{gy‘ V/1) =A{6Zl

w3424
V3424

w322

UE2) B { V3292

VG4 =, {
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On complete ces torseurs avec les figures de changement de base pour les deux angles donnés « et 6

N
=
Il
<
Do
K1
I
N3
N

2. Ce mécanisme comporte une chaine fermée de quatre solides et on compte six degrés de liberté en parcou-
rant les liaisons. On dénombre alors :

E.=6
e =6
On en déduit la valeur de I'indice de mobilité
I.— E. =0

Cette valeur induit une premiere proposition pour les valeurs des degrés de mobilité et de statisme

m—h=0

m =0

h=>0
3. Ce mécanisme fonctionne : la rotation continue du moteur par rapport au bati 2/1 est transformée en rotation
alternative du patin par rapport au bati 4/1. On propose alors

m—h=0

m =1

h>1
Cette structure serait hyperstatique de degré au moins 1.
4. Pour calculer les degrés de mobilité et de statisme, il est nécessaire d’écrire le systeme d’équations que I’on
obtient a partir de la fermeture de la chaine 1 —2 -3 —4 — 1

V@/3)+V@3/2) +V2/1)+V(1/4) =0

On choisit d’écrire I’équation de moment au point B :

—

{ —wnuZs + 0py) + &y — 07 =
- - .- -—> 9o
—V3424 + Voyo +ayi NAB — 02, AAB =

oL Ot

Une fois constatée les égalités a chaque instant Z; = 74 = Z3 et y; = y, = y3, on cherche a définir le vecteur
AB -

* le point A est défini sur le carter 1, & I'intersection des axes (A, y) et (4, Z1) ;

* le point B est défini sur le piston 3, a 'intersection des axes (B, y3) et (B, Z3).

Deux descriptions sont ainsi possibles pour le vecteur AB :

e sur la chaine ouverte 1 — 4 — 3, avec une longueur variable A ;
AB = Ly + A%
* sur la chaine ouverte 1 — 2 — 3, avec une longueur variable /.

— ~ =
AB =ez+ uy,
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Si on cherche a éviter les deux longueurs variables A et i, on choisit a chaque fois entre les deux propositions
celle qui convient pour écrire :

e suivant z;
5 =2 - S
71.AB = ez,.2p = e cosa
e suivant y;
S;]A% = L§1.§4 = L cosfO
e suivant X;
5 = - o - o . .
X1.AB = Lys.x; = ez5.x; = —L sinf = e sin«w

Ces constatations permettent de proposer des expressions simples en projetant les équations vectorielles issues
de la fermeture cinématique dans la base (X1, yi, Z1)

0 =0
a)32+d =O
w34+ 6 =0

decosa+0L cos® =0
Vi — fe sina =0
—V34 + ae sina =0

Ce systeme comporte une équation 0 = 0, donc le rang est inférieur ou égal a 5.

Si cos 6 # 0 comme supposé, alors le systeme est de rang 5, car on peut exprimer les cinq inconnues 6, w3,
w34, V3, et V3 en fonction de «.

o =5

On a confirmation de ce que 1’on supposait a la question précédente : le mécanisme comporte un seul degré de
mobilité et est hyperstatique de degré 1

m=1I—r.=1
h=E;—rc.=1
5. La loi entrée-sortie recherchée est exprimée par la quatriéme équation du systeme de six équations précédent

0L cosf = —aecos o

Cette équation différentielle peut étre intégrée. Sion a6 = 0 pour o = 0, alors :

. e .
sinf = —— sinw
L

z 4
6. Etant donné que sur le mécanisme e < L, I’angle 6 ne peut pas prendre la valeur :I:E. Il n’y a donc pas de

discussion a mener concernant le rang du systeéme d’équations.

Pompe a pistons axiaux

1. La lecture du schéma cinématique permet 1’élaboration du graphe des liaisons correspondant

P(Dte) : Pivot d’axe (Dte)
PG(Dte) . Pivot glissant d’axe (Dte)
S(Pt) P (Vec) : Sphere de centre (Pt)

Plan de normale (Vec)
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Les invariants géométriques sont des grandeurs définies sur les solides :
e sur ’arbre 1 apparaissent deux demi-droites sécantes au point B. L’angle 6 est ainsi défini sur cet arbre ;
e sur le plateau 2 existent une demi-droite et une direction paralleles ;
« sur le piston 3 sont définis le point C et la droite (C, X3) ;
* sur le bati 0 existent une demi-droite et une droite paralleles, distantes du rayon R.
Par rapport a I’énoncé, on peut formuler quelques remarques :
e le point B est défini sur I’arbre 1 ;
e le rayon R est caractéristique du bati ;
* la longueur b n’a aucune interprétation.
2. Le graphe des liaisons comporte une chaine fermée de solides, ce qui permet de dénombrer les équations sca-
laires disponibles et de proposer E. = 6.
Le décompte du nombre d’inconnues donne /. = 9.
On en déduit la valeur de I’indice de mobilité et sa premiere interprétation

m—h=3

I.—E.=3 =1m2>3

h =0
Cette structure autorise au moins trois mouvements indépendants, que 1’on est sollicité a imaginer :
e la rotation du piston 3 sur lui-méme ;

« la libre rotation d’axe (B, ;) du plateau 2 par rapport I’arbre 1, toutes les autres pieces restant immobiles par
rapport au bati ;

* le mouvement correspondant a la loi entrée-sortie posée initialement.

3. Toutes les liaisons sont des liaisons usuelles : Les torseurs cinématiques s’écrivent directement

V3/0) =, {“;;‘;’“0 V(1/0) =, {g’x"
_ | éx (62
Ve/h =g {6 VE/2) =p { V(C,3/2), avec V(C,3/2).%, = 0

En vue des calculs a faire lors des deux questions suivantes, il est utile de tracer les figures de définition des
trois angles donnés par 1’énoncé

_’0:3_7’

— —

Z1 Uy = To

[y

4. La loi entrée-sortie recherchée met en ceuvre deux inconnues sur les neuf du mécanisme. Sur la chaine
fermée 0 — 1 —2 — 3 — 0, la composition des vitesses au point C scalaire X, évite les cinq inconnues de la
liaison sphere-plan. On constate que les sixieéme et septieme inconnues a éviter s’annulent par chance égale-
ment :

¢ e taux de rotation wsy n’intervient pas dans 1’équation proposée ;

e le terme (@X; A B—C>).552 est nul.

Il ne reste alors plus qu’a détailler 1’égalité 7 (C,3/0).%, = 7 (C,1/0).%, pour trouver la forme initiale de la
loi cherchée

AZo.%s = (%, A BC).X (1)
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— . — = — - -
e Le vecteur BC se détermine par BC = BA + AC = (A — b)xy — RY).
e Le produit scalaire X,.x, se calcule a partir des figures de définition des angles et le résultat est immédiat apres
avoir constaté les égalités Xo = X et X, = i;. On en déduit Xy.X, = cosd
* Le produit scalaire Z.X, nécessite par exemple la décomposition de ¥, en cos@x; + siné y; pour trouver
Z0.X» = sin @ sin
On trouve ainsi tout calcul fait la loi recherchée
A= —R tand sint) 1]1 2)
5. L’énoncé premse la forme sphérique de 1’extrémité du piston : soit / le p01nt de contact entre le piston 3 et
le plateau 2. A chaque instant, la position de ce point est connue par le vecteur Cl = rXs.

La condition de non-glissement au point de contact / dans le mouvement 2/3 s’exprime par

V,2/3)=0 3)
Le nombre d’inconnues cinématiques diminue et passe de neuf a sept.

De méme que pour la question précédente, la recherche la plus rapide de la relation entre ¢ et ¢ se fait en écri-
vant une équation scalaire qui évite les quatre inconnues scalaires indésirables. Sur la chaine fermée
0—1-2—-3—-0,’équation de composition des vecteurs vitesse au point / évite les trois inconnues du vec-

teur rotation k51 (2/3). Cette équation multipliée scalairement par n’importe quel vecteur 7 orthogonal a X, évite
également . La loi recherchée s’écrit alors

-

e = s =
(X2 A BI).n + (vxo A BI).n =0 4)
- e - > - .
Pour les choix a faire, on regarde la forme du vecteur BI = (A — b)xo — Ry, + rx, et on tient compte des deux
égalités X, = U et Xo = X;.
 On prend y; comme vecteur 72, et on utilise les propriétés du produit mixte pour transformer I’équation pré-
cédente (4) en

o
G A @iiy + 1 Ap%).BT =0 )

On obtient ainsi, apres les calculs des deux produits vectoriels

. 2 =
(pcosd+1)z;.BI =0 (6)

Le vecteur B n’est pas orthogonal au vecteur Z;. On en déduit une premiére relation
¢pcosf+1p=0 (N
e Un résultat compatible devrait apparaitre en prenant maintenant y comme vecteur 7, et on obtient apres des
calculs un peu plus longs une deuxieme relation

PA=b) +r =0 ®)

Les deux équations (7) et (8) sont incompatibles : s’il n’y a pas de glissement au point /, le mécanisme est rigide.

6. Entre le piston comportant une calotte sphérique a son extrémité et le plateau plan, on peut insérer un patin
comportant les surfaces conjuguées aux surfaces citées : on remplace ainsi un point de contact par une portion
de sphere et une portion de plan.

Robot a structure parallele
1. On commence par tracer le graphe des liaisons qui comporte onze sommets et quinze arcs.
2. Approche cinématique : cette structure présente cinq chaines fermées indépendantes, soit trente équations
scalaires, et on dénombre trente neuf degrés de liberté.
I. =39
E. =30
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P : Pivot
S : Sphérique

3. On calcule alors I’indice de mobilité I, — E. = 9 et on en déduit de suite

m—h=9
m =9
h>0

Ce mécanisme admet au moins neuf mouvements indépendants :

* les six rotations des tiges sur elles-mémes ;
* probablement les trois rotations pilotées.

4. On suppose pour cette question le bras 1, immobile par rapport au bati, et on reprend le graphe des liaisons
de la chaine ouverte concernée

S5(Ba) 3

0 o lo S(AL) 2
° bloquée ° a ® ®

Pour calculer le nombre de degrés de liberté annulés par la tige 2, dans le mouvement 3/0, on s’intéresse a la
forme du torseur cinématique V(3/0). Pour cela, on caractérise les mouvements possibles par les torseurs ci-
nématiques correspondants aux arcs de la chaine ouverte précédente

Q(24/14)
0

Q0G/2)

V(la/o) =0 V(za/la) :Au { 0

VG/2) =p {

La composition des mouvements sur cette chaine ouverte permet d’écrire
V(3/0) =V(3/2a) +V(2a/1a) + V(14/0)
On en déduit I’expression du torseur cinématique V(3/0) recherché

Q(/24) + 2(2a/12)

VOO =5 { Q(24/1a) A AqBq

On constate qu’a chaque instant, le produit scalaire ‘7(Ba ,3/0).A, B, estnul. Comme les deux vecteurs Q (3/24)

et 52(2(1 /14) sont indépendants, le vecteur vitesse V(Ba,3 /0) et le vecteur rotation 52(3 /0) sont également in-

dépendants, avec le vecteur rotation quelconque et le vecteur vitesse cité ayant la composante suivant A, §a a
chaque instant nulle.

La tige 2, annule le seul degré de liberté en translation suivant A, ga dans le mouvement 3/0.

5. Chaque tige annule ainsi un degré de liberté dans le mouvement 3/0. Le porte-préhenseur est entierement
mis en position par rapport au bati grace aux six tiges et on imagine alors cette structure isostatique.

97



98

6. Le graphe des liaisons de la sous-structure étudiée comporte une chaine fermée de quatre solides

On a a traiter un systéme de 6 équations a 12 inconnues :

Q@2/1 QG3/2
V(2/1)=A{6(/) V(3/2)=B{6(/)
Q4/1 Q(3/4
V(4/1):D{6(/) V(3/4):C{6(3/)

La composition des vitesses au point D scalaire DC évite les six inconnues de V(3/4) et de V(4/1)
(52(2/1) A A_ﬁ) DC+ (52(3/2) A ﬁ)) DC=0

Les propriétés du produit mixte, ainsi que les changements de chemin D_C) — DA s AB + B—C> et

— = = .
BD = BC + CD permettent d’écrire

(A_’D A (ﬁ + B_C)’>) Q0/1) + (B_C)’ A D_)C) DG/2) =0
Dans toute position initiale pour laquelle ABC D est un parallélogramme, on a

AD = BC
AB =DC

. e e S R .
Quand le parallélogramme n’est pas écrasé, le produit vectoriel AD A AB n’est pas nul et peut alors étre mis
en facteur. La composition des mouvements permet alors de conclure

(/ﬁ)) A ﬁ) 8G/1) =0

Cette équation signifie que le fait d’avoir un parallélogramme annule une possibilité de rotation dans le mou-
vement 3/1.

Barriere Sinusmatic
1. Ce mécanisme est constitué d’une chaine fermée de quatre solides
Ce mécanisme comporte 7 inconnues cinématiques pour 6 équations, soit un indice de mobilité I, — E. = 1.
Il comporte donc au moins un mouvement possible.
m—h=1
m =1
h=>0
Torseurs cinématiques et variables associées

Les quatre mouvements associés aux quatre arcs du graphe précédent sont a caractériser

Ve =, {%’tyl ve/h =, {gXI
 (out _ [
v@/2) =, {() V@3 =p {)}}3 . avec CB = 1%
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P : Pivot
P(C,7) P(C, %) SC ¢ Spheére
: Cylindre

S(B)C(C,s3) 3

On complete cet inventaire en tracant les figures de calcul pour les deux angles o et B8

s Z, Al
Zs 2
—1¢ _—14 ;
— — Zl — — yl
Y1 = Y4 T = 22

Invariants géométriques
e bati 1
— 2 demi-droites perpendiculaires et sécantes au point C; ;

» fourche 2
— 2 demi-droites perpendiculaires et sécantes au point C; ;

e croisillon 3
— 2 demi-droites perpendiculaires et sécantes au point Cj ;

e arbre 4
— 1 demi-droite, choisie issue du point Cy, et le point B.

La position relative de ces deux derniers points est caractérisée par le vecteur

@ = CT4§4 = —Riiy Uy

=

24

=3 q 0.2 z . 3 5 N
Remarque : Le vecteur CB défini par I’énoncé est donc un invariant sur 1’arbre 4, a ne pas confondre avec le
vecteur position du point B dans le mouvement 4/3, défini lors de I’écriture du torseur V(4/3) par
e -
CB = C3B4 = )\.X3.
2. La loi entrée-sortie recherchée est issue de la fermeture cinématique sur la chaine fermée 1 —2 —3 —4 — 1
et concerne deux inconnues parmi les sept dénombrées :
¢ I’équation de composition des vitesses au point B évite les trois inconnues du vecteur rotation $2(4/3) ;
* cette méme équation scalaire Z3 évite les deux inconnues ws; et .

La loi entrée-sortie s’écrit alors
o . =3\ 2 as . =3\
<ozy1 A CB) = <,Bx1 A CB) =
L. .. — - . . . DA o .
On choisit comme description C B = —Ruq, choix qui sera justifiée a la question 5.
Par substitution et comme la longueur R est non nulle, on obtient 1’égalité des produits mixtes
G (31,ii4,22) = B (3,ida,Z2)
——— ———

(@) (b)
29
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On s’appuie sur les figures de calcul pour détailler les deux produits mixtes :
e concernant le terme (a)
@1 Alig).Zp = @4 N R

—c080%Z4.22

—cosf(cosaz; + sinax;).Z,

—cos 6 cosa cos f
e le second terme (b) demande un traitement analogue
(X ANlg).Zo = (2o A X)) Uy
= Ya.lly
= (cos BY; + sinfz;).(cos OX4 + sin By,)
= cos B sinf — sinf cosH sin«
Ce qui donne, apres arrangement :
cos

'B’:_.

I
tanf — sin« tan

ey

3. L’équation différentielle (1) trouvée n’est pas a variables séparées, ce qui pose souci pour son intégration.
Pour choisir parmi les solutions proposées, la disposition suivante est intéressante

sin o . .
tan 6 (1 = tanﬁ) B = —cosaa
tan 0

En effet, elle permet de deviner la solution

tan B = — (2)

4. L’angle « varie de 0 a 27, donc son sinus varie de —1 a +1 et tan 8 varie de —1/tan6 a +1/tan6. Une am-
plitude de 90° est obtenue pour § variant donc de —45° a +45°, ce qui est obtenu lorsque tan 6 vaut 1, soit pour
0 égal a 45°.

0 = 45° 3)

—
5. Sur la chaine fermée 1 — 2 — 3 — 4 — 1, I’équation de composition des vitesses au point B scalaire C B donne
A¥3.A%; =0

La longueur A n’étant pas nulle, on en déduit que le vecteur vitesse ‘7(B, 4/3) est nul.

De méme, 1’équation de composition des vitesses au point C donne
Q@4/3) ACB =0
Les deux vecteurs n’étant pas nuls a chaque instant, on en déduit que le vecteur rotation 52(4/ 3)est porté
par Xs.
Q4/3) = wiks

6. Ces deux derniers calculs permettent d’affirmer qu’entre les pieces 3 et 4, une liaison pivot d’axe (C, X3) est
suffisante pour obtenir le fonctionnement souhaité. Mais 1’indice de mobilité d’une telle structure est alors de
-2, et cette derniere est en conséquence hyperstatique, ce qui n’a aucune raison d’étre souhaité ici.

7. Les positions barriere ouverte et fermée sont obtenues respectivement pour @ = 90° et pour @ = 270°, comme
indiqué sur la figure suivante.

8. Une phase d’ouverture ou de fermeture est obtenue pour un demi-tour de I’arbre moteur 4, ce demi-tour étant
exécuté en 3,5 s, ce qui suppose une fréquence de rotation uniforme de I’arbre moteur de 8,57 tr/min.
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\ B(°) Barri¢re fermée

50 ¥

40

i} Y 1 X
VAN

10 a(o)
0
_10 90 130 270 360

20l \/ N\

—40

— 50

Barriere ouverte

On complete la figure ci-dessus pour superposer les deux courbes, sachant que pour & = 45°, on a comme ex-
pression

dp cos o
da 1 + sina
9. Un schéma cinématique en perspective est représenté sur la figure suivante, dans une position intermédiaire.

—

YAl

10. Autant I’affirmation « sans choc aux extrémités » peut étre justifiée a la vue des courbes données, autant
I’appréciation de la durée de manceuvre est subjective, et ne peut étre commentée.

On rappelle qu’un choc se traduit par une discontinuité sur la courbe en accélération, donc par des points an-
guleux sur la courbe en vitesse.

11. Une étude dynamique systématique conduit a I’écriture de 18 équations et on dénombre 17 inconnues de
liaison, auxquelles s’ajoutent les couples résistant et moteur. Dans le cas d’une structure isostatique, la résolu-
tion est possible.

12. On s’intéresse aux seuls équilibres d’ensembles de solides dénombrés a partir de I’ensemble des pieces
mobiles {2, 3, 4}. Ces équilibres sont envisagés par rapport au bati supposé galiléen.
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On note dans le tableau ci-dessous I le nombre d’inconnues scalaires de liaison, et I,,; les inconnues C,,
et C,.

¥/1 > I Ygsos Commentaire

Bati
21 Croisillon 10 Cr
Récepteur

Fourche

3/1 Arbre 7 0 Equation de moment au point C scalaire 73

Bati
4/1 Croisillon 7 Cin Equation de moment au point C scalaire y,
Moteur

Bati
{2,3}/1 Arbre 7 C, Equation de moment au point C scalaire X;
Récepteur

Bati
Croisill
(2,411 Rfézgtgﬁ 17 Cm, Cr | Aucun intérét

Moteur

Bati
{3,4}/1 Fourche 10 Cnm
Moteur

Bati
{2,3,4}/1 | Récepteur 10 Cino Ci
Moteur

Parcourir la chaine fermée de solides nécessite d’étudier trois équilibres. Il peut étre judicieux de choisir une
stratégie permettant d’éviter les 15 inconnues des liaisons pivot. Dans ce cas, on extrait du systeme de 18 équa-
tions a 19 inconnues un sous-systeme de 3 équations a 4 inconnues.

Les trois équations correspondantes sont ainsi proposées dans le tableau.
13. On s’intéresse aux trois équations proposées dans le tableau ci-dessus.
o Equilibre de 3 par rapport a 1

On retient comme actions mécaniques extérieures pour 3 — 3 :

— la fourche 2— 3

_ [R2—3)
F2=>3) = {M(C,2—>3)LZ3
— ’arbre moteur 4 — 3
R(A4—3) L X,
4 S
F4—3) B {O

L’équation de moment au point C scalaire Z3 évite les cinq inconnues de la liaison pivot et il reste
= —> =
(Ra—3)ABC) Z =0
En utilisant les propriétés du produit mixte, on écrit

—

(23 A 13(4—>3)) BC=0

- = o . - = 2 Y. 7
Le vecteur R(4 — 3) étant orthogonal a x3, le produit vectoriel z3 A R(4— 3) est suivant BC ; le produit sca-
laire ne peut donc étre nul que si le produit vectoriel est nul.
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On en déduit
I_é(4—> 3) ES F43Z3
o Equilibre de 4 par rapport & 1

On retient comme actions mécaniques extérieures pour 4 — 4 :

—lebati 1 -4

R(1—4)
1—-4) =1 - -
Fld=4 {M@Je@iy
—le croisillon 3— 4
—FiZ3
4= 12
FB—4) B{O
— le moteur m — 4
0
Fm—4) = -
( ) {Cmy1

L’équation de moment au point C scalaire y; évite les cinq inconnues de la liaison pivot et il reste
5 =2 =
(—F43Z3 AN BC) Y1 + Cm =0 (4)

o Equilibre de {2, 3} par rapport a 1

On retient comme actions mécaniques extérieures pour {2,3} — {2,3} :

—lebati 1 -2

_[R(1—2)
fﬂ%m_{MWJaDLﬂ
— I’arbre moteur 4 — 3
FiZs
4—-3)= 177
F4—3) B{O
— le récepteur r — 2
0
2) = -
F(r—2) {Crxl

L’équation de moment au point C scalaire X; évite les cinq inconnues de la liaison pivot et il reste
- =2\ -
(F4313 A BC) X +C=0 (5)

Les produits mixtes des équations (4) et (5) ont été calculés a la question 2. On reprend ces résultats et on trouve

cosw tan 6
Cl’l’l, = P o o
sino tan f — tan 6

La loi géométrique de I’équation (2) permet de terminer le calcul

cos o tan 6

C"I =S r—. o2 . . A
sin’a + tan20

(6)

14. Allure de la courbe Cm/Cr en fonction de I’angle o pour 6§ = 45°, tracée page suivante.

15. Sur la courbe précédente, on constate que pour les deux positions ouverte et fermée, un couple moteur nul
convient pour assurer 1’équilibre de I’ensemble. Cela traduit I’irréversibilité du mécanisme pour les positions
ouverte et fermée de la barriere.
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5

A C
1
Barriere ouvejrte
/ Barriére fermée
a(®)
0 »
9 180 270 360

-1

Train d’atterrissage

1. On commence par tracer le graphe de structure, complété des liaisons et du contact

5
P(axe) Pivot d’axe (axe)
1 4 G(vec) Glissiére de direction (vec)
S(pt) Sphérique de centre (pt)

CP(pt,vec) Contact ponctuel en (pt)
de normale (vec)

2 CP(Lyp) 3

Les modeles proposés induisent 14 degrés de liberté, soit 14 variables cinématiques.

Les invariants géométriques sont identifiés sur les solides a partir des caractéristiques géométriques induites

par les liaisons et le contact :

* le bati 1 comporte une demi-droite, un point, distant de la longueur d, et une direction perpendiculaire au plan
généré par les deux éléments précédents ;

* sur le coulisseau 2 est défini I’angle 8, entre les deux directions caractéristiques ;

¢ la roue 3 est caractérisée par un cercle de rayon R et d’axe une demi-droite ;

. . . N . . oz _)
¢ la jambe 4 comporte deux demi-droites paralleles distantes de b et un point localisé par le vecteur BC ;
¢ la contre-fiche 5 est caractérisée par deux points distants de la longueur L.
Les lois entrée-sortie feront a priori intervenir les longueurs L, R, a, b, ¢, d et ’angle B.

2. Ce mécanisme comporte deux chaines fermées indépendantes de solides, ce qui donne lors d’une approche
cinématique 12 équations scalaires pour 14 inconnues de liaisons, soit un indice de mobilité de 2

m—h=2
m =2
h =0

On a ainsi au moins deux mouvements a imaginer :

¢ la rotation de la contre-fiche 5 par rapport au bati 1 autour de 1’axe (DC) ;
* la rotation de la roue 3 par rapport a la jambe 4.
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Les deux liaisons sphériques autorisent un montage sans souci sur la chaine fermée 1 —5 —4 — 1, cette der-
nicre réalisant une structure rigide, et il n’y a aucune contrainte pour obtenir le contact au point / sur la chaine
fermée 1 —2 -3 —4 —1.

On suppose ainsi la structure isostatique, les deux mouvements possibles laissant la structure globalement in-
variante et pouvant s’interpréter comme des degrés de mobilité internes.

3. Une approche dynamique induit quant a elle un systeme de 24 équations a 22 inconnues de liaison, augmentées
pour cette étude de I’inconnue F' correspondant a I’effort de poussée.

Comme deux équations correspondent a priori aux degrés de mobilité internes et ne servent alors a rien pour

cette étude, on a donc a traiter un systéme de 22 équations a 23 inconnues, et dans I’hypothese d’une structure

isostatique, on peut déterminer toutes les 22 inconnues de liaison en fonction de F :

» déterminer les efforts dans la contre-fiche 5 revient a rechercher les valeurs des six inconnues des deux liai-
sons sphériques. 1l faut six équations scalaires pour cela ;

* parcourir les quatre équilibres est a priori nécessaire, avec au minimum une équation scalaire par équilibre.

Apparait alors la possibilité de traiter ce probleme avec 9 équations scalaires sur les 24 disponibles. Ne pas avoir

a traiter les 15 équations restantes est possible en évitant 15 inconnues scalaires de liaison. On propose alors la

stratégie suivante :

e équilibre de 5/1 ;

« équilibre de 3/1 : équation de moment au point B scalaire 7, afin d’éviter les 5 inconnues de la liaison pivot
entre 3 et4 ;

« équilibre de 2/1 : équation de résultante scalaire y; afin d’éviter les 5 inconnues de la liaison glissiere entre 2
etl;

« équilibre de {3, 4}/1 : équation de moment au point A scalaire Z; afin d’éviter les 5 inconnues de la liaison
pivotentre 4 et 1 ;

Les deux équations ne servant a rien sont a priori dans cet ensemble de neuf équations.

Equilibre de 5/1
Inventaire du milieu environnant

Deux actions mécaniques extérieures sont a considérer, 1 — 5 et 4 — 5, et on pose les torseurs correspondants

F(1—5) :D{ (1)%(1—>5)
F4—5) :C{g(4—’5)

Résolution
Les deux glisseurs sont opposés, et I’équation de moment au point D permet d’écrire
- — =
RA—5ACD =0
La contre-fiche est sollicitée en traction-compression et on pose
- —
R(4—5)=kDC
On remarque que ce systéme homogene de six équations scalaires a six inconnues n’est pas de rang égal a six.

La premiere des deux équations scalaires inutiles est I’équation de moment au point D scalaire DC, de la forme
0 = 0, et correspond bien au premier des deux degrés de mobilité !

Equilibre de 3/1
Inventaire du milieu environnant

Deux actions mécaniques extérieures sont a considérer, 2— 3 et 4 — 3, et on pose les torseurs correspondants

FQ—3) = {Xzs Y2, avec Y3 >0
1]06
R(4—3)
4 S .
F=3) {M(B,4—>3)J_z3
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Résolution
L’ équation de moment au point B scalaire 73 évite les 5 inconnues du torseur F (4 — 3) et s’écrit
-5 =\
<Y23 Y2 A BI) 23 = 0

———
=0

Cette équation est également de la forme 0 = 0, et correspond au second des deux degrés de mobilité !
Equilibre de 2/1
Inventaire du milieu environnant

Trois actions mécaniques extérieures sont a considérer, 3— 2, 1 —2 et v— 2, et on pose les torseurs corres-
pondants

—Yxuy >
F(B3—2) = Y2, , avec Y3 20
110
_ [RA—2) L
F(l—2) = {1\2(1,1—>2)
Fv—2) = {g%

Résolution

L’ équation de résultante scalaire y; évite les 5 inconnues du torseur F (1 — 2) et s’écrit

F =Yy §2-§1 Lo

2
Il
Ju

On obtient alors comme premier résultat

1)

Equilibre de {3 + 4}/1
Inventaire du milieu environnant

Trois actions mécaniques extérieures sont a considérer, 1 —4, 5— 4 et 2— 3, et on pose les torseurs corres-
pondants

_ [RU—4®
Fl—=4 = {M(A,1—>4)J_21
—
F(54) = {’EDC
0
F
F2—3) =/ {623 72 avec Y = @

Résolution

L’équation de moment au point A scalaire Z; évite les 5 inconnues de F(1—4) et s’écrit

(k DC A 5’4) Z+ (Y23 2 A ﬁ\) Z=0 )
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Il reste a développer les deux produits mixtes :
¢ on exploite DC = DA + AC pour écrire
DCACA=DAACA
=dX; A (b — a)¥s + cy4)
= (d(b — a)sina + dc cosa)Z;

* on exploite TA=1B TF BA pour écrire

-

yzArA)ZizAB_A)
= Y AbX4

= —b cos(a — B)Z4

- -

1= %4

K
Il
N

On remplace les termes dans 1’équation 2 pour proposer
b cos(ax — B)
} d(b —a) sina + dc cosa

les deux équations 1 et 3 permettent de conclure

k=Y, 3

_ b cos(ax — B)
k=F (d(b — a) sina + dc cosa)cos “

4. Considérer le phénomene de frottement au point de contact / ne change rien a 1’évaluation du statisme de
cette structure. Par contre, cela ajoute deux inconnues scalaires que 1’on explicite lors de 1’équilibre de 3/1.

Equilibre de 3/1
Inventaire du milieu environnant

Deux actions mécaniques extérieures sont a considérer, 2— 3 et 4 — 3, et on pose les torseurs correspondants

Ya3 3o + T- S T
Faod= |t oy >0, T23.y2=0etM <f
110 Y3
R(4—3)
453 = |5 .
F@=3) {M(B,4—>3)J_13

Résolution
L’ équation de moment au point B scalaire 73 évite les 5 inconnues du torseur F (4 — 3) et s’écrit
= — o
(T23 A BI) =0
On exploite les propriétés du produit mixte pour écrire
- <T23 N R§2) Z3=—R(rAZ3). T3
——
=%
On en déduit
T23.£2 = 0

Il n’y a pas de composante d’action mécanique au point / suivant X,. Par contre, la composante suivant Z, reste
indéterminée.
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Dynamique

B Plan MR Themes abordés dans les exevrcices

Les méthodes a retenir 109 e caractériser masse et répartition de la masse

Enoncés des exercices 110 e ¢viter des phénomenes tels que le glissement ou la rupture du contact lorsque

. ce n’est pas souhaité
Du mal a démarrer ? 120 P

. * évaluer une composante d’action mécanique particuliere
Corrigés 121 .
» rechercher une loi de mouvement

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exewvcices

° masse, centre de masse

* répartition de la masse autour d’une droite : moment d’inertie
e répartition de la masse autour d’un point : opérateur d’inertie
e principe fondamental de la dynamique

e théoremes énergétiques

* dénombrer équations et inconnues

* techniques de résolution des problemes

=mmme | es méthodes a retenir

* Paramétrer la position du point courant.

B G e * Exploiter les propriétés d’un barycentre.

la position d’un centre de masse
== Exercices 4.1, 4.2

* Exploiter les symétries géométriques.
* Décrire les solides comme ensembles de formes simples.
¢ Utiliser un modeleur volumique.

Pour caractériser
la répartition de la masse

== Exercices 4.1, 4.3
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* Caractériser les actions mécaniques au niveau du contact.

Pour évaluer * Evaluer les quantités d’accélération.

le maintien d’un contact .
== Exercice 4.4, 4.7

* S’appuyer sur le théoréme de 1’énergie cinétique.
Pour calculer inertie * Evaluer chacun des termes de maniere rigoureuse et systématique.
ou action mécanique équivalente .
== Exercices 4.5, 4.6

=mmme FNnoncés des exercices

— Tige
On s’intéresse aux caractéristiques d’inertie d’une tige 7 homogene, de masse m et de

longueur L. On pose AB = L.

7]

A B

Z
Figure 4.1 — Modélisation géométrique de la tige
1. Déterminer la position du centre de masse G de la tige.
2. Déterminer I’expression du moment d’inertie /4y.
3. Déterminer I’expression du moment d’inertie /gy de deux manieres différentes.
4. Donner I’allure de la matrice associée a 1’opérateur d’inertie au point A, noté
I(A,T).

On considere de plus un point C de coordonnées (a,b,c) dans le repere (A,X,y,Z)

5. Déterminer 1’expression matricielle de 1’opérateur d’inertie I(C,T) dans la base

(*,y.2)
On considere maintenant un axe (A) passant par le point A

—

N (A)

Sy

A B
T

Figure 4.2 - Changement d’orientation de la tige

6. Déterminer I’expression du moment d’inertie /4s.
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Enoncés des exercices

Calotte sphérique

On s’intéresse au moulage d’une calotte sphérique, constituée d’une demi-boule homo-
gene de rayon R, évidée d’un cylindre de révolution de rayon r et de hauteur £, telle
que représentée en coupe figure 4.3.

* [’axe du cylindre de révolution creux coincide avec 1’axe de révolution de la demi-
sphere.

. . . 3
* Le centre de masse d’une demi-sphere pleine de masse m est a une distance 3 R dela

base plane.

Figure 4.3 — Vue en coupe de la demi sphére évidée

1. Paramétrer la piece étudiée.

2. Calculer la hauteur & du trou pour que le centre de gravité de 1’ensemble soit situé
au centre de symétrie du trou.

Malaxeur

On s’intéresse aux caractéristiques d’inertie de la partie de I’arbre d’un malaxeur en
contact avec un fluide a mélanger. Cette partie, représentée figure 4.4, est constituée de
trois segments homogenes (1), (2) et (3) en forme de U ; on lui associe un repere

(A,X,y,7). Elle est par ailleurs en liaison pivot d’axe (A,Z) avec le bati.

La masse totale des trois segments est notée m et les deux longueurs caractéristiques a
et h sont cotées sur la figure ci-dessous.

Pour les trois premilres questions, on ne considere que ces trois seuls segments. Ils
constituent le solide étudié, que 1’on note S.

zZ

L

Figure 4.4 — L'axe tournant d’'un malaxeur en forme de U
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1. Déterminer la position du centre de masse G de la partie S étudiée.

2. Donner I’allure de la matrice associée 4 I’opérateur d’inertie au point A, noté I(A,S).
3. Déterminer les expressions des termes non nuls de la matrice précédente.

Pour éviter les balourds et les soucis de vibration lors de la rotation de I’arbre par rap-
port au bati autour de I’axe (A,Z), on complete le motif précédent par symétrie axiale
d’axe (A,X), de manitre a ce que le centre de masse G soit sur 1’axe de rotation et en
souhaitant que ce dernier soit axe principal d’inertie. Le solide S comporte a présent
cinq segments, représentés figure 4.5.

Z

<y

Figure 4.5 — Un axe plus équilibré ?

4. Déterminer les nouvelles expressions des moments d’inertie de 1’opérateur d’inertie
I(A,S) dans la base (X,9,2).

5. L’axe de rotation (A,Z) est-il un axe principal d’inertie ? Dans le cas d’une réponse
négative, proposer au moins une nouvelle évolution du motif de maniere a 1’obtenir
ainsi, tout en conservant le centre de masse sur cet axe.

Convoyeur

Soit un convoyeur a bande, de boites ou de bouteilles, tel que schématisé sur la figure
4.6. En fonctionnement normal, la vitesse de défilement est constante et les objets
déplacés sont entrainés par adhérence.

Figure 4.6 — Deux boites sur un convoyeur a bande

La mise en route et 1’arrét du convoyeur peuvent poser souci, comme on le visualise par
I’expérience ci-dessous.
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Enoncés des exercices

Expérimentation

Faire I’expérience avec une boite parallélépipédique posée sur un livre ou une pochet-
te que I’on tire plus ou moins violemment sur un plan horizontal et constater les deux
phénomenes, glissement ou basculement de la boite par rapport a la pochette, en fonc-
tion de I’orientation initiale de la boite, respectivement couchée ou debout.

Constater ces phénomenes possibles a la mise a I’arrét comme a la mise en mouvement.

2 1 0
o
1/0 1/0
— —
Zo

Figure 4.7 — Modélisation géométrique dans un plan (Xy, yo)

1. Caractériser le mouvement 1/0 imposé au convoyeur.
2. Autour de quelle ligne la boite bascule-t-elle éventuellement lors de 1’accélération ?

3. Quel est le mouvement souhaité de la boite par rapport au convoyeur ?

Modélisation

On suppose la boite 2 de largeur a, de hauteur &, de masse m, homogene et de centre
de masse G.

Le frottement au contact entre le convoyeur et la boite est caractérisé par le coefficient f.
On se restreint au probleme plan, dans un espace a trois degrés de liberté.
4. Caractériser le contact entre la boite et le convoyeur.

5. Exprimer et détailler le principe fondamental de la dynamique appliqué au mouve-
ment de la boite 2 par rapport au bati 0 supposé galiléen.

6. En supposant les lois du frottement applicables a la résultante du torseur F (1 —2),
déterminer 1’accélération maximale possible sans glissement de la boite par rapport
au convoyeur.

7. Exprimer la condition de non-basculement de la boite, et en déduire I’accélération
maximale possible sans basculement de la boite par rapport au convoyeur.

8. Conclure.

Positionneur angulaire

On considere le mécanisme représenté sur la figure 4.8. Il permet d’orienter un objet
sur un plan horizontal repéré 1, de normale Z; .

Il comprend principalement quatre ensembles : un chassis 2 et trois roues motorisées
identiques 3, 4 et 5, les trois axes de rotation étant radiaux et disposés de facon symé-
trique, tous les 120°.

* Le chassis 2 est de masse m,, de centre de masse G, et on lui associe un repere
(G,X1,2,72) . La répartition de sa masse est caractérisée par

) L 0 0
(G2)=(0 J 0
0 0 b (%2,¥2,22)
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Figure 4.8 — Architecture du positionneur angulaire a trois roues

— -
On pose GA = Lx,.

* La roue 3 est en liaison pivot d’axe (A,X,) avec le chassis 2. On lui associe un repé-
re (A,%2,y3,23) et on pose ¥ = (32,)3).

Cette roue est de rayon R, de masse m3 et de centre d’inertie A. La répartition de sa
masse est caractérisée par

. J; 0 0
I(A3)=|0 L 0

0 0 5J@&.5.2)
On fait les hypotheses suivantes :
* les trois roues roulent sans glisser sur le sol aux points respectifs E, E’ et E”, avec
N R
AE = —Rz7; ;

e les trois roues ont a chaque instant des vitesses de rotation par rapport au chassis
égales, que I’on note wy, =y ;

e ce dispositif permet d’obtenir un mouvement du chassis par rapport au sol qui se
réduit 2 une rotation d’axe (G,z,) = (G,Z;), caractérisée par I’angle 6 = (X,X,).

1. Exprimer les torseurs cinématiques V(2/1) et V(3/2) en fonction de L, R et 0.

2. Exprimer I’énergie cinétique de 2 dans son mouvement par rapport au repere 1, notée
E2/1).

3. Exprimer I’énergie cinétique de 3 dans son mouvement par rapport au repére 1, notée
E@3/1).

On considere le systeme X constitué du chassis et des trois roues.

4. Exprimer I’énergie cinétique du systeme X dans son mouvement par rapport au repe-
re 1, notée E(X/1).
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La dynamique du positionnement requiert 1’équation différentielle liant 1’angle 6 au
couple moteur. On complete alors la modélisation proposée :
» La pesanteur est caractérisée par § = —g7;.

* Le contact roue-sol est supposé ponctuel, caractérisé par le coefficient de frottement
[ et tel que pour la roue 3 :

1 > -
Fu-3=, { gimz +m3) g2 + T

Pour les deux autres roues, la symétrie conduit aux mémes valeurs de T.

* Les liaisons pivot sont parfaites.

* Le moteur de la roue 3 est tel que le stator, qui fait partie du chassis 2, exerce sur le
rotor lié a la roue 3 une action électromagnétique caractérisée par un couple de
moment C, ; il en est de méme pour les deux autres roues.

4. Appliquer le théoreme de I’énergie cinétique au systeme X dans son mouvement par
rapport au sol 1 supposé galiléen. En déduire 1’équation différentielle cherchée,
exprimée en fonction des parametres d’inertie des solides, des grandeurs géomé-
triques R et L, et des dérivées successives de 1’angle 6.

5. Expliquer clairement, sans faire les calculs, la démarche a suivre pour déterminer

I’accélération angulaire maximale possible, sans glissement des trois roues sur le sol.

Axe électrique

Objectifs

Recherche de I’inertie et du couple résistant d’un modele équivalent.
Mécanisme étudié

Soit un systeme mécanique de type « axe électrique », modélisé sur la figure 4.9.

1
—/ T
111
At IL_JI
——1 I+
2
|/ | A
B It ] sAVAY:
0
\ /3
] 1
i3
Figure 4.9 — Axe électrique
Ce mécanisme est composé de quatre ensembles.
*Unbati O :
— lui est associé le repere Ry(A,Xo,Y,Z0) supposé galiléen ;
— le champ de pesanteur est défini par ¢ = —gYj, avec g > 0.
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e Un arbre moteur 1 :
— cet arbre est 1ié au bati 0 par une liaison pivot d’axe (A,Xy) imparfaite, de coeffi-
cient de frottement visqueux [ ;
— on lui attache le repere R;(A,Xo,y1,Z1) et on pose 6 = (Yo,y1) ;
— cet arbre a une inertie J,, par rapport a I’axe de rotation (A,X) ;

— on fixe & son extrémité un pignon de rayon r et d’inertie I; = Xo.I(A,1) (Xo) ;
— le centre de masse de I’ensemble {moteur, 1} est sur ’axe de rotation (A,X,). Soit
My sa masse.

¢ Un arbre intermédiaire 2 :
— cet arbre est 1ié au bati 0 par une liaison pivot d’axe (B,X) imparfaite, de coeffi-
cient de frottement visqueux [ ;

— on fixe & son extrémité un pignon de rayon r, et d’inertie I, = X.1(B,2) (Xo), afin
de former avec le pignon 1 un réducteur de rapport de réduction R ;

— le centre de masse de I’ensemble {arbre intermédiaire 2, pignon 2} est sur 1’axe de
rotation (B,Xg). Soit m, sa masse.

 Un chariot 3 :
— cet ensemble, de masse m3, est en liaison glissiere imparfaite de direction X, avec
le bati 0, de coefficient de frottement visqueux (3.
— il est également en liaison hélicoidale d’axe (A,X,) et de pas p avec 1’arbre inter-
médiaire 2.
On pose le modele d’action mécanique du récepteur r sur la piece 3, ainsi que le mode-
le d’action mécanique du moteur m sur I’arbre 1

FXy

0

Fr—=3) =, { C. 5,

Fim—1) = {0

Modeéele équivalent

On pose comme modele équivalent a ce mécanisme une seule picce 1.4 en liaison pivot

d’axe (A,Xo) avec le bati, comme montré sur la figure 4.10.

1
— /
A ==
—

1
\

Figure 4.10 — Le modele équivalent
La liaison équivalente entre O et 1 est parfaite.

On suppose que le centre de masse de la piece 1¢, se trouve sur I’axe (A,Xp).

On pose :

— le moment d’inertie de la piece équivalente 1.4 ;

Jeq = io-i(Avleq) (20)
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— les modeles d’action mécanique du récepteur sur I’axe r — 1.4 et du moteur sur I’axe
m—leg

0

Cm 7_50

0

.7:(r—>leq):{cjz0 f(m—)leq):{

1. Appliquer le théoreme de 1’énergie cinétique au modele équivalent.
2. Appliquer le théoréeme de 1’énergie cinétique a I’axe €lectrique.

3. Par identification, exprimer I’inertie équivalente J.4 et le couple résistant équi-
valent C,.

Ligne d’imprimerie
Le mécanisme étudié, représenté sur la figure 4.11, est situé en bout d’une ligne d’im-
primerie pour évacuer les journaux imprimés.

Le pincement d'un journal se fait
dans cette zone

Figure 4.11 - Implantation du mécanisme étudié

L’objet de I'étude est schématisé sur la figure 4.12.

Figure 4.12 — Schéma cinématique
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Ce dispositif est constitué essentiellement de :
— un chassis 1 auquel est associé un repere (C,X;,y1,21) supposé galiléen ;
— un tambour moteur 2 en liaison pivot d’axe (C,Z;) avec le chassis 1, on lui associe
le repere (C,X2,y1,22) ;
— trois ensembles constitué chacun de :
— un arbre 3 en liaison pivot d’axe (A,Z») avec le tambour moteur 2, on lui associe
le repére (A,£3,§3,Z3),
— un galet 4 auquel est associé un repere (B,X4,¥4,24),
— en liaison pivot d’axe (B,73) avec I'axe 3,
— en contact de type ponctuel avec le chassis 1 en 1.
L’évacuation des journaux s’effectue en trois temps :

— saisie du journal par basculement de la lame de pincement lorsque le galet parcourt
la zone F G voir figure 4.13 ;

— entrainement du journal pendant que le galet décrit 'arc HG ;

— évacuation du journal par ouverture de la lame de pincement lorsque le galet est dans
la zone HE.

id Galet

G H G H @

Figure 4.13 - Position du galet dans les différentes phases du cycle

Paramétrage des liaisons

0 = (X1,X2) @ = (X2,X3) 8 = (x3.%4)
= 7 - ) - s
Y2 Y3 Ya
0 ¥ 0
Ty T3 Ty
0 ¥ 0
T Ty 3
7 =2 7 =23 73 =7y

Figure 4.14 - Position relative des bases
Paramétrages des constantes

= —hi; + L7,

(R+r)x, — Lz,

= 2 gl
I

>
ru
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Données complémentaires

- - - =
Yy = (au) = (y3,0)8 = (x2,C1)
Les données mécaniques des différents composants sont les suivantes :

— ’arbre 3 est de masse ms3, de centre de gravité G3. La répartition de sa masse est
caractérisée par

) Aj —F; —E;
[A43)=|-F By -D;
—E3 =D G J(%,53.%)
— - > 2
On pose AG3 = axs + bys + czs.

—le galet 4 est de rayon r, de masse my4 et de centre gravité B. La répartition de sa
masse est caractérisée par

) A, 0 0
IB4H=|0 4, 0
0 0 G (X4,Y4,24)

On fait les hypotheses suivantes :
-g=—gy;
— les galets 4 roulent sans glisser sur le chassis 1 en [ ;

— un dispositif élastique de type barre de torsion, non représenté sur la figure 4.12 est
installé entre le tambour moteur 2 et I’arbre 3 afin de maintenir le contact entre le
galet 4 et le chassis 1 ;

— I’action de la barre de torsion est modélisée par
M(A2—3).% = —C, avec C >0
— I’action motrice est décrite par

Ajl(C,1—>2).Zl =Cp avec Cn>0

1.

s

— la rotation du tambour moteur 2 s’effectue a une vitesse constante de 420 tr.min™

— I’action du chéssis 1 sur le galet 4 est notée : R(1—4) = —Nyii + Tiud.
Données numériques
R =237 mm R =242,9 mm r =26 mm h =48 mm
@ €[77,83; 84,76] y €[84,76;91,9] B € [—10,48; —10,27]
Cy=1,410""kgm®> C;=24310"*kgm?> m3=55kg my=0,42kg

L’ objectif de I’étude est de déterminer les conditions nécessaires au maintien du contact
en / entre le galet 4 et le chassis 1.

1. Tracer le graphe de liaison du mécanisme avec un seul ensemble {3 + 4}.

En vue de I’étude dynamique, on souhaite savoir si § peut étre considéré comme
constant sur toute la durée d’un cycle.

2. En exploitant le roulement sans glissement en /, déterminer une expression de § en

fonction de 6, 8, y et de constantes géométriques. Conclure.
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3. En appliquant le principe fondamental de la dynamique au mouvement au solide 4,
déterminer la condition a vérifier pour que I?(l — 4) soit colinéaire a B_; Conclure.

4. Ecire une équation différentielle liant Ni4 au couple C; développé par la barre de
torsion.

5. En déduire les conditions que doit vérifier C; afin que le contact en I soit maintenu
pendant les différentes phases du cycle.

1. Exprimer une des définitions du centre de masse, par
exemple

mﬁ:/ﬁdm

2. La définition scalaire d'un moment d'inertie est la plus

Ioy, = frzdm

5. Existe-t-il une relation de changement de points ?

appropriée

6. Utiliser I'expression d'un moment d'inertie a partir de I'opé-
rateur d'inertie.

Iou = @.1(0.5) (@)
1. Paramétrer signifie ici :

— associer un repere a la piéce ;
— positionner les points caractéristiques ;

— matérialiser les cotes données par I'énoncé.

2, Faire un dessin et exprimer le centre de masse comme bary-
centre est profitable.

1. Exploiter les propriétés géométriques d’'un solide
homogéne avant de se lancer dans des calculs.

2. Identifier les éléments de symétrie est profitable, mais seule-
ment ceux issus du point A.

3. Pour les termes de la diagonale, utiliser les résultats connus
pour des tiges.

Pour les autres termes, revenir a la définition sous forme d’inté-
grale.

5. Une infinité de solutions est possible : imaginer des formes
simples, en créant par exemples des propriétés géométriques
utiles.

1. Ne pas répondre sans faire I'expérience, avec un mouve-
ment simple.

2. Faire un schéma.

4. Détailler les conditions sur chacune des trois composantes
non nulles des éléments de réduction du torseur d'action
mécanique J (1 — 2), exprimés au point mis en évidence a la
question précédente.

5. Faire des schémas pour visualiser les glisseurs dans les diffé-
rentes configurations.

1. Tracer le graphe des liaisons, et exprimer les différents
torseurs cinématiques, en tenant compte :

- de I'hypothése de I'énoncé pour le mouvement 2/1 ;

- de la liaison pivot pour le mouvement 3/2 ;

- du roulement sans glissement au point E pour le mouvement
3/1.

2. Exprimer I'énergie cinétique a partir du comoment des tor-
seurs cinétique et cinématique.

3. Bien identifier les mouvements concernés pour évaluer pro-
prement les éléments de réduction des deux torseurs.

4. Les énergies cinétiques sont des quantités additives.

5. Partir de I'expression du théoréme de I'énergie cinétique
dans le cas d'un systéeme de solides indéformables, puis déve-
lopper chacun des trois termes de maniére systématique.

6. De quelle action mécanique est issu le couple moteur ? Ou
est localisé le phénomene de glissement a éviter ?

2. Il n'y a ni piege, ni baguette magique ; seules rigueur et
méthode sont a mettre en ceuvre.

3. C'est juste un acte d'identification.
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Tige

1. Le centre de masse G peut étre déterminé a partir du point A

mﬁ:/Tﬁdm

. z N . Zos m . 7212 .
La tige est supposée homogene : on pose sa masse linéique p = — et le point courant P, de masse élémentaire
L

dm = pdx, est localisé par AP = xi.

7
A P B R
T X
dx
On calcule alors
— L P2 Y I
mAG = p xdxx=p|—| X=p—xXx=m—x
0 2 |, 2 2
Le centre de masse est au milieu du segment [A B]
]
L
A G B .
- T

NIl

2. On considere la définition scalaire du moment d’inertie /4y recherché

Lay :/ r2dm
T

Le point courant P, de masse élémentaire dm = pdx, est a la distance x de I’axe (A,y). On obtient alors

L , P L
Iay = xdx=pl— | =p—=—=m—
Ay )0/0 P |: 3 ]0 P 3 3

3. Une premiere méthode consiste a reprendre le calcul précédent en changeant simplement les bornes d’inté-
gration

Slel

L L'i L2

2 > 5
Iy =p Lxdx:,o? L:pE:mE
2 T2

Une deuxieme méthode consiste a utiliser la relation de changement de point de Huygens

Iay = IGy 4’
Ay Gy +m

12
m=z
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On retrouve bien le méme résultat

2 1z I
I = —_— = — = —_—
Gy =M =My ="n

On constate au passage que le terme complémentaire md? est bien plus important que le moment d’inertie /gy.

L’évaluation rapide de 1’ordre de grandeur d’'un moment d’inertie se fait a partir de masses concentrées !

4. L'axe (A,X) est un axe de révolution pour la tige. On en déduit immédiatement la forme de la matrice de
I’opérateur d’inertie dans la base (X,9,2)

. A 0 0
I(A,T)=|0 B 0
0 0 B |3z

(x,y,2)

Toute la masse est concentrée sur la droite (A,X) : le moment d’inertie A = I, est donc nul. Le moment d’iner-
tie B = Iy a été calculé précédemment. On a donc finalement

0 0 0
= 2
(AT)=|0 2= 0
2 s o
0 0 "J1&33
5. Pour déterminer I’ expression matricielle de 1’opérateur d’inertie I (C,T), on utilise la relation de changement
de point

1(C,T) = I(G,T) + I(C,Gm])

Le premier terme se déduit immédiatement des questions précédentes

i 0 0 0
(G, T)=|0 =& 0

L 5 =

0 0 %lE5

. . s . z . z %
Le second terme se détermine aisément une fois déterminé le vecteur CG :

* I’énoncé donne le vecteur AC et on a déterminé a la premiere question le vecteur A

L L
. a 2 3 = a
AC =_|b A% =_ [0 C% = —b
(*,y,2) (x,,2) (%,,2)
c 0 —c
eonpose a' =a— % et on exprime directement i(C,G[m])
B m(b?> + c?) —a'b —d'c
1(C,G[m]) = —a'b m(c® + a'?) —bc
—ad'c —bc m(a’? + b?) (%.5.2)

La matrice recherchée est la matrice obtenue en sommant terme a terme les deux matrices précédentes

6. Le moment d’inertie recherché se trouve directement a partir de la matrice de I’opérateur d’inertie au point A
Iis = 8.1(A.T) (5)

On exprime le vecteur § dans la méme base que la matrice en posant § = cos @ X + sin « y et on en déduit

2
IA(S =m? sinza
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Calotte sphérique

Paramétrer la figure consiste a :

« associer un repere (C,X,y,Z) ala piece ;

e coter les deux rayons R et r, ainsi que la hauteur 4 ;

* positionner les centres de masse des volumes élémentaires, a savoir G, le centre de masse de la demi-sphere
pleine de masse m; et G le centre de masse du cylindre de révolution creux de masse —m.

2. Si I’on veut que le centre de masse de la sphere évidée soit confondu avec le centre de masse du trou cylin-
drique de révolution, cela veut dire que 1’on souhaite que les trois centres de masse soient confondus !

Pour valider cette proposition, on exprime a partir du point C la position du point G, barycentre des points G
et G, affectés des masses respectives mg et —m,

(mg — mC)C—)G = msC%s — mCC—)GC

On choisit le point G a la place du point C pour réécrire cette relation

—— — —
(mg —me) GG =mgG.Gg —me GG,

=0 =0

— . —
Le vecteur GG, est le vecteur nul, on souhaite le vecteur G.G également nul. La masse m; est non nulle : on
en déduit que les points G et G doivent étre confondus.

R

-

zZ
A

\)
<y

o

1. Le solide étudié présente un axe de symétrie (A). Le centre de masse G est sur cette droite

Malaxeur

zZ
D Gs @
V] 3 .
. (A)
— — — _'_ —
Go
N][a\]
el )
_ fe S
A B 4

Le centre de masse se détermine comme barycentre des trois centres de masse G; affectés des masses respec-
tives m;, ce qui s’exprime pour I’ordonnée manquante

1 3
o= 5 Yo

Le solide est supposé homogene : on pose sa masse linéique p = 57 et on pose ainsi les masses partielles des
segments
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a h

e = r " T "t
On en déduit I’expression de 1’ordonnée du centre de masse G
_a(a+h)
Y= Da+h
zZ
+
@ (A)
— + . g‘
A

2. On s’intéresse a la répartition de la masse autour du point A, pour lequel il n’y a qu’un seul plan de symé-

trie, le plan (A,¥,Z). La forme de la matrice de I’ opérateur f(A ,S) dans la base (X,y,Z) est alors

. A 0 0
14,)=|0 B —-D
0 —-D C &,5.2)

Comme de plus il n’y a pas de matiere en dehors du plan de symétrie, on en déduit que le moment d’inertie par
rapport a 1’axe (A,X) est la somme des deux autres

A=B+C

On retient alors comme forme finale pour I’opérateur T(A,S)

~ B+C 0 0
I(A,S) = 0 B -D
0 -D C 1G5
3. Les moments d’inertie B et C se déterminent de maniere élémentaire, a partir des expressions connues pour
une tige et une masse concentrée :
* on commence par C = 4, en considérant chaque segment successivement

2 2 2
C=m— +mya” +mz;—
'3 3

Apres substitution des masses partielles, on factorise ma? pour obtenir

2 3h
C = mazL
3(2a +h)
e pour le terme B = I4y, seuls deux segments apportent des quantités non nulles
h2
B = mZ? + m3h2

On factorise cette fois nh? pour obtenir

3a+h
B=mn?—21"
™ 3Ca+h)



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Le produit d’inertie D se calcule a partir de sa définition, D = [ yzdm, en suivant successivement les trois seg-

a h a
D=/ ,oOydy—l—/ ,oazdz+/ phydy
A A Y

(1) @ 3)

ments

On en déduit

h
D = (m; +m3)a7

Apres substitution des masses partielles, on obtient en définitive

a+h

D=maoh—2""
a2 2a+h)

4. Le raisonnement de la deuxieme question peut étre reproduit a 1’identique et la forme de la matrice est tou-
jours la méme. Seules les valeurs des composantes changent

~ B'+C" 0 0
1(A,S) = 0 B -D/
0 =D C 133

Pour les moments d’inertie B” et C’, les contributions des masses ajoutées sont équivalentes aux contributions
des masses initiales. On en déduit

B'=2B
c'=2C

5. Dans le cas étudié, 1’axe (A,Z) est axe principal d’inertie si et seulement si le produit d’inertie D’ est nul. La
symétrie axiale d’axe (A,x) fait que pour tout point P du solide S de coordonnées (y,z) dans le plan (A,y,7),
il existe son symétrique de coordonnées (—y,—z). Le produit d’inertie D’ est alors également le double du pro-
duit d’inertie D et ne peut étre nul.

Une infinité de solutions existe. On peut en proposer ici trois :
e obtenir au moins un deuxieme plan de symétrie

Z

L
.

A

* inventer tout motif présentant deux plans de symétrie, avec les centres de masse des motifs élémentaires sur
I’axe de rotation

¥y

125



126

e un dernier exemple a deux plans de symétrie, donc D’ est nul, mais pour lequel il faut veiller a conserver le
centre de masse G sur I’axe de rotation

Z

“Hi

Convoyeur

1. Concernant I’expérience faite, le mouvement du convoyeur 1 par rapport au bati O est assimilable a un mou-
vement de translation rectiligne.

N

V(1/0) = {0 i

VioXo

2. Lors d’une accélération trop forte a la mise en mouvement du convoyeur, on observe que la boite bascule au-
tour du point / repéré ci-dessous, donc autour de la droite (/,Z).

\;_ "
L) )
1/0
»
[ — —
Iy I

3. On ne souhaite aucun mouvement de la boite 2 par rapport au convoyeur 1

Y/ =0

4. La boite étudiée est en contact plan avec le tapis du convoyeur. Dans le cas d’une modélisation plane, et en
prenant en compte le phénomene de frottement, on pose

NYo + TXo
1-2) = >
F(1—=2) I{ M3,
avec comme conditions
T
N=0 N < f M =0

5. Le principe fondamental de la dynamique s’exprime par I’équivalence du torseur des quantités d’accéléra-
tion avec le torseur des actions mécaniques extérieures au systeme envisagé

D(Q2/Rg) = FQ2—2)

* Comme on ne souhaite pas de mouvement de la boite par rapport au convoyeur, la composition des mouve-
ments sur la chaine ouverte 0 — 1 — 2 permet d’écrire
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V(2/0) = { 0

Vi0Xo

Le torseur dynamique D(2/0) est donc un glisseur dont 1’axe central passe par le centre de masse G de la
boite 2
ml-)lo.;é()
D2/0)=_1 =
@/0) =, { §

* La boite est soumise aux actions du convoyeur et de la pesanteur, dont on précise le torseur

—mgYo
F 2)=_4=
(r—2) G{ 5
On constate que le torseur dynamique D(2/Rg) est un glisseur dont I’axe central passe par le centre de masse
G, et qu’il est équivalent a la somme du glisseur F(p — 2) dont I’axe central passe également par G et du tor-
seur F (1 —2). On en déduit que le torseur de I’action mécanique du convoyeur sur la boite (1 — 2) est éga-
lement un glisseur dont I’axe central passe par le centre de masse G.

On peut dessiner ces glisseurs dans deux cas particuliers :

* 3 vitesse de convoyeur constante

G
1/0
»
I
e en phase d’accélération
G
1/0
»
T —

6. L’équation de résultante issu du PFD permet de dire
R(1—2) = miy¥y + mg¥o

En supposant les lois de frottement applicables a la résultante ﬁ(l —2), on en déduit comme condition pour

I’accélération du convoyeur

Vig

8

<SS

7. La condition de non-basculement a été exprimée a la question 4 et s’interprete graphiquement en disant que
I’axe central du glisseur exercé par le convoyeur sur la boite doit passer a la droite du point de basculement
éventuel /

i)IO

8

<

a
h

8. Pour savoir si 1’objet va glisser ou basculer, il suffit de comparer le coefficient de frottement f a son rapport
largeur a sur hauteur 4 :
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—il y aura toujours basculement si ; < f;
H > H H a .

—il n’y aura que glissement si f < 7 ;

Pour éviter ces deux soucis, 1’accélération du convoyeur par rapport au bati doit rester inférieure au produit du
plus petit des deux par I’accélération de la pesanteur

. . a
[V10] < g min (fﬁ>

Positionneur

1. La structure décrite par 1’énoncé comporte trois boucles

2
5
1
Sur la chaine fermée 1 — 2 — 3 — 1, on exprime les différents torseurs cinématiques, en tenant compte :
e de I’hypothese de 1’énoncé pour le mouvement 2/1 ;
* de la liaison pivot pour le mouvement 3/2 ;
* du roulement sans glissement au point £ pour le mouvement 3/1.
07 VX Q3/1)
V2/1)=_1= 3/2) = {2 Va/1) =_1=
(/>(J0 V(G/2) AO G/D =413
g 0 7 2
Ty 3
5 0 g
L 71 L X 2
2 =21 3 = T2

L’équation des vitesses issue de la composition des mouvements sur cette chaine fermée évite les inconnues
scalaires du vecteur rotation €2(3/1)

V(E.3/1) = V(E,3/2) + V(E,2/1) M)
————
=0
e sur le mouvement 2/1
V(E,2/1) = 6%, A GE = L6%,
e sur le mouvement 3/2
V(E3/2) = 3, A AE = Ry5,
Ces deux expressions injectées dans 1’équation (1) permet de trouver

L

y = —;9 ©))
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On retient alors comme formes pour les deux torseurs recherchés
023 L A=
0z 7%

ve/m =, {0

v3/2) =, { 5
2. Pour un solide indéformable, 1’énergie cinétique s’exprime comme la moitié du comoment de deux torseurs
EQ/) = 50/ ®VE/)

La résultante cinétique est nulle et le moment d’inertie s’exprime a partir de I’opérateur d’inertie

3(G,2/1) = 1(G,2) (52(2/1)) — 1,67,

On retient alors comme expression du torseur cinétique C(2/1)

-

o I
C2/1) =G {129-22 V2/1) =G {6
Le calcul du comoment est dans ce cas immédiat
1 .,
EQ2/1) = 5129 3)

3. On reprend les différentes étapes de la question précédente
1
E@/1) = 50(3/1) ®V@3/1)

Le torseur cinématique V(3/1) se trouve par composition des mouvements sur la chaine ouverte 3 — 2 — 1
V(@3/1) =V3/2) +V(2/1)

On trouve ainsi
yX, + 922
V(@3/1) = .
G/ =, { ro5
Le point A est le centre d’inertie de la roue 3 : la résultante cinétique s’exprime alors par la quantité de mou-
vement m3\7(A,3/1).

Pour le moment cinétique au point A, on constate que 1’expression de I’opérateur d’inertie donnée I(A,3) est

valable également dans la base 2. Il n’est donc pas nécessaire d’exprimer le vecteur rotation 52(3 /1) dans la
base 3 et on obtient
5 (A,3/1) = J3yX; + 1307

On retient alors comme expression du torseur cinétique C(3/1)

X + 6"22
Loy,

M3Léy2

cem =, {JMH,S% Ve/h =, {

Il reste a calculer le comoment de ces deux derniers torseurs en exploitant la relation (2)

1 > (LY \ .
EG/D=(L+mL>+(2) 5)é @)
2 R
4. Les énergies cinétiques se somment

5
E(X/1) = ZE(i/l)

i=2

= EQ/1)+3EQ3/1)
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On déduit I’expression recherchée des équations (3) et (4)
1. 5 L\?
EX/1) = EngG ,aveC Jog = I+ 30 +3m3L" +3 I J3 (®)]

L’expression J.4 représente le moment d’inertie équivalent rapporté a I’axe de rotation du positionneur.

5. On commence par 1’expression du théoreme de 1’énergie cinétique dans le cas d’un systeme de solides in-
déformables

d SN .
TEC/D =) P(E—i)+ ) P(jok) ©)
i=2 ik
Chacun des trois termes est a développer :

e concernant I’énergie cinétique, on reprend 1’expression (5) pour la dériver par rapport au temps
d .
EE(E/I) = Joq00 @)

* la puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures est nulle. En effet :
> le plan d’évolution est horizontal ;

> le contact entre roue et sol est sans glissement :
5 5
Y Pe(p—>i)+ ) Pe(l—i)=0
i=2 i=3

* la puissance des actions mécaniques intérieures s’évalue en deux fois :
> les trois liaisons pivot sont supposées parfaites, les puissances correspondantes sont en conséquence nulles ;

> on détaille la puissance développée par le moteur sur la roue 3 par exemple :
PQ2e3)=F2—->3)®V3/2) =Cpy

On trouve finalement

1
Cin = 3 Jeql ®)

6. Le couple moteur est exercé par le stator sur une roue, et le phénomene de glissement a éviter est au contact
sol-roue. Appliquer le principe fondamental de la dynamique au mouvement de la roue par rapport au sol per-
met alors de répondre, en écrivant I’équation de moment au point A suivant X3 pour éviter les inconnues de la
liaison pivot entre la roue et le chassis.

Axe électrique

1. Soit le graphe de structure pour le modele équivalent

0 Leq
———©
Ecriture des torseurs de description des mouvements et des actions mécaniques de liaison
6% R(O—1)
1 = = l = = -
va/0 A{O FO=1) A{M(A,O—)l)J_yl

On applique le théoréme de I’énergie cinétique a la piece 1., en mouvement par rapport a 0 = Rg.

d _
EE(leq/Rg) = Pg(leq_> leq) (D)
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On détaille les deux termes :

e concernant I’énergie cinétique d’une piece en mouvement par rapport a un axe immobile dans le galiléen

1 .
E(leq/Rg) = E‘quez
le terme de gauche de I’équation (1) est alors
d ..
EE(leq/Rg) = Jeqee 2)

e concernant la puissance galiléenne de 1’action mécanique E—> Leg
Pg(E—) 1eq) = f(Eﬁ leg) ® V(leq/Rg)

Le milieu environnant E comprend :
—lebati 0 ;

— le moteur m ;

— le récepteur équivalent 7.

On obtient ainsi comme expression

Pg(Teg—log) = (Cu +Cr) 0 A3)

en rassemblant les résultats (2) et (3), on obtient finalement, en supposant 6#£0

Jeqé =Cpy + Gy (4)
Cette derniére équation n’est autre que I’équation de moment au point A scalaire X, issue du principe fonda-
mental de la dynamique appliqué au mouvement 1., /0 lorsque la liaison entre O et 1 est parfaite.

2. Soit le graphe de structure pour 1’axe électrique

0 1

On pose I’ensemble X = {1,2,3}.

On applique le théoreme de I’énergie cinétique a ¥ en mouvement par rapport a 0 = Rg.

d _
T E(2/Re) = Z Pg(T—i)+ ; P(j<k)

Approche cinématique

Pour calculer les puissances et les énergies cinétiques, on a besoin de la description des mouvements par rap-
port au référentiel galiléen :

e sur la chaine fermée 0 — 1 —2 —0 :
6%,
0

Q2/1)
0

w70 Xo

V(1/0) :A{ B

V(2/0) =35 { V(2/1) =1{

ce mécanisme est un engrenage pour lequel les axes de rotations sont immobiles par rapport au bati. On en
déduit
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w20 W N

6 wio ry

on obtient alors I’expression de wy en fonction de 0

ry -
L()z():—*@ (5)
r

e sur la chaine fermée 0 —2 —3 — 0 :

>

0
V30 Xo

@23 X
Va3 Xo,avecVys = pws

V(2/3) =z { V(3/0) = {

la composition des vecteurs rotation scalaire Xy donne

w3 = Wy

la composition des vitesses au point B scalaire X, donne

Vip = —Va3
on obtient finalement, en exploitant de plus 1’équation (5)

ro.
Vip = —pwy = P—19 (6)
r

Energie cinétique galiléenne

L’énergie cinétique galiléenne totale est la somme des énergies cinétiques galiléennes de chacun des solides

3
E(Z/Rg) =) E(i/Rg)

f=il

Pour un solide indéformable, I’énergie cinétique s’ obtient comme la moitié du comoment des torseurs cinématique
et cinétique

E(i/Rg) =V(i/Rg) ® C(i/Rg)

Les rotations 1/0 et 2/0 se font autour d’axes immobiles dans le galiléen :

e rotor du moteur et axe 1

1 .
E(1/Rg) = 5 (nm + I)6* (7

e arbre 2
1
E(2/Rg) = s Loy, ®

Le chariot 3 est en translation par rapport au galiléen O :

e chariot 3
1 p)
E(/Rg) = Emgvm ©)

On obtient I’expression de E(X/Rg) en sommant terme a terme les trois équations (7), (8) et (9), tout en te-

nant compte des résultats (5) et (6) pour pouvoir factoriser 62

1 r 2 I 2 )
E(E/Rg)=§ Jn+ L+ L P +ms3 PZ 0

Il ne reste plus qu’a dériver cette derniere équation par rapport au temps
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d 2 2
‘fHEMQ=<M+h+b<Q>+quQ))% (10)
dt 17 r

Puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures

Trois solides composent 1’ensemble X :
Z Pg(X —i)=Pg(T—1)+ Pg(X—>2) + Pg(=x —3)
i
On rappelle que pour un solide 7, la puissance galiléenne s’évalue comme le comoment du torseur d’action mé-
canique et du torseur cinématique
Pg(x—1)=F(Z—i)®V(i/Rg)
On considere successivement les trois mouvements et on détaille les actions mécaniques retenues

« concernant 1/0, 1’action mécanique ¥ — 1 comprend :

—la pesanteur p — 1

Flp—1) = {jmlgyo , avec AG, = xG1%o
G, |0
— le moteur m — 1
0
)= .
F(m—1) {meo
—lebati 0—1
RO—1)
0—-1)=17C - . :
FO=D {M(A,0—>1), avec M(A,0— 1).5 = — .6

on obtient ainsi

Pg(E—1)=(Cp — u10)0 (11)

« concernant 2/0, I’action mécanique ¥ — 2 comprend :

— la pesanteur p — 2

F(p—2) = { gngyo , avec ﬁz = XGaXo
2

—le bati 0—2
R(0—2)

F0=>2) = { M(B,0—>2), avec M(B,0— 2).5 = —pawa

on obtient ainsi
Pg(T—2) = — 0%

en reprenant 1’expression cinématique de 1’équation (5), on propose finalement

0

2
@@ﬁm=ﬂhcgaz (12)
ra
« concernant 3/0, I’action mécanique ¥ — 3 comprend :
— la pesanteur p — 3
Flp—3) = { :ng)’O
G
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—le récepteur r — 3

—lebati0—3

R(0— 3), avec R(0— 3).%y = —pu3Vso

FO=3 = { M(B.0—3)

on obtient ainsi
Pg(E—3) = (F — u3Va) Vo

en reprenant I’expression cinématique de 1’équation (6), on propose finalement
2
__ T r 2\ .
Pg(X—3) = (F (p—)—u; (p—) 9)9 (13)
r r

Le graphe de structure permet de dire qu’il n’y a que deux termes a évaluer sur les trois possibles

Puissance des interefforts

Y P(jok) = PQ2o3) + P(162)
Jj>k

Les deux liaisons sont supposées parfaites, et ces deux termes sont alors nuls pour cette étude.

> P(jek)=0 (14)

Jj>k
Synthése et expression finale

On rassemble les différents morceaux issus des équations (10) a (14) pour écrire, en supposant 6 # 0

)\ 1\ x i mn\ mn\’ ;
Inth+hL (=) +ms|p=) )0 =Cm+Fp——ps(p—) O—pa(—) 6—i60 (15
r r 2 2 r

3. Par identification des équations (4) et (15), on obtient :

* concernant le moment d’inertie équivalent

r 2 ry 2
Jeg=Im+1L+L|—) +m3|p—
r r

e concernant le couple résistant équivalent
2 2
r r c r 2 2
Cr=Fp— —us (P—) 0 — 12 (—> 0 — 1,0
r r r

Ligne d’imprimerie
1. Lorsqu’on ne prend en compte qu’un seul ensemble {3 + 4}, le mécanisme comporte une chaine fermée a
4 solides

2 P(AZ) 3
P(dte) pivot d’axe (dte)
P(C, %) P(B, 73) S(pt)P(vec) spheére de centre (pt)
plan de normale (vec)
S)P()
1 4
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2. En utilisant le bouclage cinématique, on écrit au point /
VL4/3) + V(1,3/2) + V(1,2/1) = V(1,4/1) = 0
A partir de la définition des liaisons et du paramétrage fourni, on a

87 )7 07
V(4/3) =B{ 613 V(3/2) =A{ gzz VQ/1) =C{ 611

On exprime le roulement sans glissement en / dans le mouvement 4/1
V(I1,4/1) =0

A partir de I’équation de bouclage cinématique et en utilisant la relation du champ des vecteurs vitesse, on a
alors

R —_ o —_ By =
8z3 ABI + ¢z, NAI +07, ACI =0

a ; 2 < q p q A =2 q
Comme on veut une relation entre 6 et §, on multiplie scalairement 1’équation précédente par A/, ce qui four-
nit I’égalité de deux produits mixtes

Cette expression est a développer
—rhd (Z3,ii,%5) = R(R +71) (@1, cos By — sin B,.32)

Finalement, on obtient

_R(R+r) sinﬂé

- ou encore §= A(t)é
rh sin y

8 —
Lorsque le point /, point de contact entre le galet et la came, se situe sur les arcs EF ou G H, les angles 8 et y
sont constants. Donc, si 6 est constant, alors § est constant.

Lorsque le point / se situe dans les zones de changement de profil, les angles B et y varient mais le calcul montre
une variation de moins de 4 % de A pendant cette phase.

On peut considérer en premiere approximation que si la vitesse de rotation du tambour par rapport au chassis
est constante, alors le galet tourne a vitesse constante par rapport a I’arbre 3.

3. Inventaire des actions mécaniques extérieures appliquées a 4

RGB—4)

_ [RU—#LE
FA-=>%9 _1{6 M(B,3—4) 1 %

F(B—4) = {

jm4g§1

F(pes—4) =B{ B

On utilise 1’équation de moment en B en projection sur Z3
- = =N\ = =
(M(B,3—>4) + R(1—4) A IB) 35 = 8(B,4/1).%

Comme B est le centre d’inertie de 4 alors

= d_. B,4 1 d = =
3(B,4/1) = [%L = [E (1(3,4)52(4/1))]1

Comme $2(4/1) = (0 4+ ¢ + 8) Z1, en revenant a I"écriture du Principe Fondamental on obtient
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(Ra—4.7B.%) = j—t (Cs (6 +¢ +38))

Alors si
Ci(G+¢+8)=0

ona I_é(l — 4) colinéaire a ﬁ?, car 13(1 —4) est orthogonal a 73.

Tant que le point de contact se situe sur les profils circulaires de la came, arc E F et G H, § est constant et ¢ est
nul donc la condition de colinéarité est respectée.

Par contre, dans les zones de changement de profil, si on admet que § est constant en premiere approximation
comme montré précédemment, il faudrait donc que

Cs =0

= >
pour obtenir la colinéarité entre /B et R(1—4).

Compte tenu des données, le temps mis pour balayer 1’angle (C—})T ,C—G)) est d’environ 0,01 seconde. Pendant

ce temps, 1’angle ¢ varie d’environ 7°. On supposant une loi de vitesse triangulaire, on peut évaluer 1’accélé-

ration angulaire ¢ a environ 4 885rad.s™ .

On obtient alors

rT14 = C4(p ~ 0,7Nm

La composante tangentielle de R (1—4) peut étre évaluée alors a environ 26 N.

4. Inventaire des actions mécaniques extérieures appliquées a {3 + 4}

R2—3)
253 =% 3 )
FR2—13) {M(A,2—> 3), avec M(A,2—3).7; = —C,
ié(l_"") 17,=0
1-4)= {=
F(l—4) . {O
- :m4g§1
F(pes—4) =, =0

:m3g551
0

F 3) =

(pes — 3) G {

L’ équation de moment appliqué a I’ensemble ¥ = {3 + 4} en A en projection sur Z, s’écrit
MAE %)% = (S(A,4/1) + S(A,3/1)) 7

* Calcul de 5(A,4/1).%,

En utilisant la relation du champ de vecteurs moment dynamique, on écrit

3(A,4/1) = [% (}'(153,4)52(4/1))]1 + mad(B,4/1) A BA

Comme 6 et § sont constants, on a alors
5(A,4/1).22 = C4¢ —mgha(B,4/1).y;
avec  d(B.4/1) = —(R + 10’5, — h¢¥s +h (0 +¢)’ %3
Donc finalement

8(A,4/1).%2 = (Cy + myh®)§ — myh(R + )62 sin ¢
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« Calcul de 8(A,3/1).7,

Comme A est un point quelconque, on a par définition
- d . - -
8(A,3/1) = [EU(A,3/1)i| + V(A/1) Am3V(G3,3/1)
1
= H > —
eto(A,3/1) =I(A,3)Q23/1) + m3AG3 A V(A,3/1)
Alors
- d- - d —>s .
8(A3/1) = | —I(A,3)Q3/) | +m3| —AG;| AV(A3/1)
dt 1 dt 1
— - .
+m3AGs Aa(A,3/1) + V(A/1) Ams3V(G3,3/1)

Comme dans ce probleme

V(A/1) = V(A,3/1)

et comme
V(Ga,3/1) = [%0_’63}1
alors
5(A,3/1) = [%}(A,3)§2(3/1)]1 4+ m3AGy AG(A,3/1)
Finalement

8(A.3/1).2, = C3 + m3(ays — bis). (—6*(R + 1)iy))
En conclusion
3(A,3/1)22 = C3¢ + m36%(R + r)(a sin ¢ + b cos ¢)
« Détermination de M (A, S — X).2
M(A,S— %)%, =
(A7[(A,2—>3) — mag¥i A BA — mygh A Gad + R(1—4) A ﬁi) 2
ou encore
M(A,S—¥).7, =

— C; + g ((mah — m3a) cos (0 + @) + msb sin (0 + @) + (ﬁ(l —>4)ﬁx),22)

A partir de la notation définie dans I’énoncé pour 13(1 —4), on a alors
M(A,Y—X).Z, =
— C; + g ((myh — m3a) cos (0 + @) + m3b sin (0 + ¢)) + Nigh sin y + Ti4(r — h cos y)

- —
Selon que R(1—4) est colinéaire ou non a B/, on obtient deux expressions différentes pour 1’équation issue
de I’équation du moment dynamique :

° si ﬁ(l —4) est colinéaire a ﬁ

6%(m3(R + r)(a sin ¢ + b cos @) — myh(R + r) sin @)
= —C; + g ((mgh — m3a) cos (0 + ¢) + m3b sin (6 + ¢)) + Ny4h sin y
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*si 13(1 — 4) n’est pas colinéaire a BI

(C3 + Cy + mah®)§ + 62(m3(R + r)(a sin ¢ + b cos ¢) — msh(R + r) sin @)
= —C; + g (mgh — m3a) cos (0 + @) + msb sin (0 + ¢)) + Nyzh sin y + Ti4(r — h cos y)

ou encore, en utilisant les résultats précédents

(Cs + msh®)§ + 62(m3(R + r)(a sin ¢ + b cos ¢) — myh(R + r) sin @)
= —C; + g ((mgh — m3a) cos (6 + @) + m3b sin (6 + ¢)) + h(Ny4 sin y — Ty4 cos y)

5. Pour qu’il y ait contact au point /, il faut avoir

N14>0

Dans le cas ou R(1 —4) n’est pas colinéaire a B/, c’est a dire lorsque le point de contact évolue entre les points
F et G ou entre les points H et E, on a

[(C3 + msh®)§ + 6% (m3(R + r)(a sin ¢ + b cos @) — msh(R +r)) sin ¢

N =
4T sin y

+ Cr — g((msh — m3a) cos (0 + ¢) + m3b sin (6 + ¢)) + hTis cos y)]
Comme sin y est constamment positif pendant le fonctionnement, on obtient
C; >g((msh — msa) cos (0 + @) + m3b sin (0 + ¢)) — hTi4 cos y — (C3 + msh?)§
+ 6%(m4h(R + r) sin @ —m3(R +r)(a sin ¢ + b cos ¢))

Lorsque le point de contact / se situe sur les zones a profil circulaire, la condition a remplir par le couple exercé
par la barre de torsion s’écrit

Ct >g((myh — mza) cos (0 + @) + m3b sin (0 + ¢))
+ 6%(msh(R +r) sin @ —m3(R +r)(a sin ¢ + b cos ¢))

Comme on pouvait s’y attendre, la valeur maximale est atteinte dans la zone de changement de profil de la came
et pendant la phase de décélération.



Automatique

des systemes continus

Bl Plan MR Theéemes abordés dans les exervcices

Les méthodes a retenir 140 e décrire un systéme sous la forme d’un schéma-bloc
Enoncés des exercices 141 * transformer et réduire un schéma-bloc

B el A e T G0 * comprendre la transformée de Laplace
Corrigés 163 e déterminer une fonction de transfert

* proposer un modele de comportement

* identifier une réponse

e lier les comportements temporel et harmonique

e tracer les diagrammes de Bode

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exewvcices

* chaines d’énergie et chalnes d’information

* notion de systeéme pour I’automaticien

* représentation sous forme de schéma-bloc

* manipulation et réduction de schéma-bloc

« transformées de Laplace et théorémes associés
* entrées standards

* réponses temporelles

* lieux de transfert : diagrammes de Bode
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+ Automatique des systemes continus

Pour décrire un systeme
sous forme de schéma-bloc
a partir d’une description

Pour décrire un systeme
sous forme de schéma-bloc
a partir d’équations différentielles

Pour réduire un schéma-bloc

Pour exprimer
une fonction de transfert
a partir d’un schéma bloc

Pour élaborer
un modele de connaissance

Pour proposer
un modéele de représentation
a partir d’une réponse temporelle

Identifier les différents composants et les grandeurs physiques asso-
ciées.

S’appuyer sur la connaissance des structures standards des sys-
témes, a savoir :

— les constituants d’une chaine d’énergie ;

— la structure « type » d’un systéme asservi.

Exercices 5.1, 5.2, 5.3, 54

Utiliser la transformée de Laplace.

Exercices 5.9, 5.10, 5.11

Déplacer un nceud.

Exercice 5.5
Déplacer des blocs pour arriver & des formes particulieres.

Exercice 5.6
Permuter des sommateurs.

Exercice 5.7

Suivre des liens pour comprendre le schéma-bloc.

Exercice 5.8

Considérer les entrées les unes apres les autres.
Superposer les réponses partielles.

Exercices 5.12, 5.13

Exprimer les équations différentielles régissant les phénomenes mis
en jeu.

Utiliser la transformée de Laplace.

Tracer un schéma-bloc.

Réduire ce dernier pour exprimer la fonction de transfert.

Exercices 5.10, 5.11

Identifier la nature de la sollicitation.

Caractériser la tangente a I’origine.

Vérifier la présence ou I’absence d’oscillations, de dépassements
éventuels.

Confronter constatations et connaissance des réponses des modeles
usuels.

Chercher des points remarquables de la réponse expérimentale.

Exercices 5.14, 5.15, 5.18, 5.19
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Pour proposer
un modele de représentation
a partir des diagrammes de Bode

Pour évaluer
la valeur d’une grandeur
en régime permanent

Pour évaluer
les caractéristiques d’une fonction
de transfert

Pour tracer
des diagrammes de Bode

Pour exploiter
les lieux de transfert

Enoncés des exercices

¢ Identifier courbe de gain et courbe de phase.

* Rechercher les valeurs de la phase aux basses et hautes pulsations.

* Regarder la corrélation entre les pentes des asymptotes possibles du
diagramme de gain et les valeurs possibles du diagramme asympto-
tique de phase.

* Confronter constatations et connaissance des réponses des modeles
usuels.

* Chercher des points remarquables de la réponse expérimentale.

== Exercice 5.20

e Utiliser le théoréme de la valeur finale.
lim u(t) = lim pU(p)
—00 p—0

== Exercices 5.10, 5.11

* Ecrire la fonction de transfert sous forme canonique, dont on rap-
pelle les formes pour les modeles d’ordre 1 et 2

Fi(p) =

I+1p 1+ Ep + p_z
== Exercice 5.19

* Factoriser le plus possible la fonction de transfert.
* Commencer par les diagrammes asymptotiques de chacune des
fonctions élémentaires.
* Sommer les différents termes.
== Exercices 5.22, 5.23, 5.24, 5.25, 5.26

¢ Identifier I’axe des pulsations, I’axe des gains et I’axe des phases.
* Trouver les pulsations de cassure.
* Repérer une octave, une décade.
== Exercices 5.20, 5.22

=mmme FNnoncés des exercices

Antiblocage de roue

Sur un véhicule, pour contrdler la vitesse en phase de décélération, le conducteur agit
sur le systeme de freinage par I’intermédiaire d’une pédale de frein. Les dispositifs
actuels, schématisés figure 5.1, sont principalement constitués des éléments suivants :

* un maitre cylindre qui génere une pression hydraulique a partir de 1’effort appliqué
par le conducteur sur la pédale de frein ;

e quatre cylindres de roue qui transforment la pression hydraulique en effort de freina-
ge appliqué par les plaquettes de frein sur les disques de frein ;
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+ Automatique des systemes continus

* un ensemble de tuyauteries qui assurent la transmission de la pression entre le maitre
cylindre et les cylindres de roues.

Maitre cylindre (MC)

Dispositif d’assistance (DA)
7

AVANT ~ Disque de frein (DF)

Figure 5.1 — Vue générale d'un circuit de freinage

Pour augmenter ’efficacité de ces systemes de freinage, on leur adjoint :

* un répartiteur de freinage qui gere la répartition de pression entre les cylindres de frein
avant et arriére ;

* un dispositif d’assistance qui amplifie 1’effort exercé par le conducteur afin de mini-
miser 1’effort a fournir par celui-ci ;

* un dispositif d’antiblocage de roue qui module les pressions dans les cylindres de
frein afin que le conducteur conserve la maitrise directionnelle de son véhicule en évi-
tant le blocage des roues quelles que soient la vitesse, les caractéristiques d’adhéren-
ce au sol et I'intensité de freinage.

Dans cet exercice, on s’intéresse au dispositif d’antiblocage de roue, noté ABS — acro-
nyme de Antiblockiersystem.

Dans le cas d’une régulation par I’ABS, la pression au niveau des cylindres de roue est
modulée par des électrovannes commandées en courant. Le calculateur du véhicule
définit la vitesse optimale de rotation des roues appelée vitesse cible. C’est a partir de
cette vitesse cible et de la vitesse de la roue qu’est défini le courant émis vers 1’élec-
trovanne. Cette commande est élaborée pour chaque roue quelle que soit I’action exer-
cée par la route sur la roue. Cette action de la route sur la roue, appelée trainée, est
considérée comme une perturbation pour I’ABS.

Lorsque le calculateur électronique détecte une anomalie de fonctionnement, I’ABS est
déconnecté automatiquement. Les électrovannes ne sont alors plus pilotées. Le syste-
me de freinage reste bien évidemment opérationnel, mais dans ce cas sans I’assistance
de I’antiblocage des roues.

1. Quelle est la grandeur réglée par 1’électrovanne ?
2. Quelle est la variable asservie par ’ABS ?
3. Tracer le schéma-bloc décrivant le fonctionnement de ce systeme de contrdle d’atti-

tude. Faire apparaitre la perturbation.

Controle d’attitude de satellite

Pour qu’un satellite ait une durée de vie importante et une grande efficacité, il faut pou-
voir controler la position de son centre de gravité et son orientation autour de ce point
par rapport a un repere de référence. Le satellite est géré par :

* un dispositif de controle d’orbite qui régule la position de son centre de gravité ;
* un systeme de contrdle d’attitude chargé d’orienter le satellite.
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Enoncés des exercices

Le contrdle d’attitude permet de :

» modifier I’orientation du satellite afin que ses panneaux solaires soient positionnés au
mieux afin d’assurer I’alimentation en énergie ;
e assurer le pointage précis des instruments embarqués : antenne, télescope ...

Pour modifier I’orientation du satellite, on utilise trois roues de réaction, une sur chaque
axe. Pour la suite du probleme, on ne s’intéresse qu’a la commande d’un seul axe. Une
roue de réaction est constituée d’un moteur électrique et d’un volant d’inertie. Le stator
du moteur est lié¢ au satellite alors que le rotor est solidaire du volant d’inertie. Une étude
dynamique permet de montrer que la mise en rotation du volant d’inertie génere un
couple c¢ sur le satellite qui provoque sa rotation. Un dispositif électronique élabore la
commande u du moteur électrique a partir de la différence entre 1’ orientation souhaitée
0. et I’orientation réelle 0 du satellite. Un capteur permet de mesurer 1’orientation réel-
le du satellite. Par ailleurs, on modélise I’effet de la pression de radiation exercée sur les
panneaux solaires du satellite par un couple résistant ¢, exercé sur le satellite.

1. Si on provoque la rotation de la roue de réaction dans le sens trigonométrique, com-
ment varie 1’orientation du satellite ?

2. Un satellite géostationnaire évolue a une altitude d’environ 36 000 kilometres. Pour
certaines applications, on n’a besoin que d’une précision d’environ 1 kilometre
autour du point visé. Quelle est alors la précision souhaitée pour 1’orientation du
satellite ?

3. Tracer le schéma-bloc décrivant le fonctionnement de ce systeéme de controle d’atti-
tude. Faire apparaitre la perturbation.

Train pendulaire

Pour assurer le confort des passagers lorsque le train aborde une courbe, il faut non seu-
lement atténuer les défauts des voies mais également limiter la sensation physique due
a I’accélération normale. Pour compenser 1’effet de la courbe sur les passagers, on peut
réaliser des virages en dévers. Le rail extérieur est plus haut que le rail intérieur. Cette
solution n’est réalisable que lors de la création de nouvelles lignes. C’est la solution
retenue sur les lignes a grande vitesse (LGV).

Sur le réseau classique, en plus du dévers de voie, il est nécessaire d’incliner la caisse
de la voiture transportant les passagers, on parle alors de voiture pendulée. Ce systeme
est indispensable pour permettre 1’acces des TGV au réseau classique.

Le principe de la pendulation est schématisé figure 5.2.

Anneau
d’intercirculation

Caisse
Suspension
secondaire

Traverse
pendulaire

Chassis de
bogie

\I Vérin

Figure 5.2 — Comportement d’'une voiture en virage
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Chapitre 5 « Automatique des systémes continus

L’anneau d’intercirculation est suspendu a une traverse pendulaire. Celle-ci est suspen-
due au bogie de maniere a ce que son inclinaison soit libre. Un vérin hydraulique placé
entre le bogie et la traverse pendulaire permet de régler I’inclinaison des voitures.

Afin de contrdler le mouvement de la caisse, on réalise un asservissement en position
angulaire de ’ensemble {traverse pendulaire, caisse de la voiture}. La consigne de
position angulaire est calculée a partir d’informations provenant notamment d’accélé-
rometres implantés sur les différentes voitures du train.

Owm

Bogie Caisse

Servovalve

Figure 5.3 — Schéma de principe de la pendulation

Le principe de fonctionnement, présenté figure 5.3, est exposé ci-dessous.

e La caisse de la voiture pendulée est en mouvement de rotation autour d’un point M
par rapport au bogie fixe.

* Ce mouvement de rotation est obtenu par le déplacement y de la tige d’un vérin
double effet. L’origine de ce déplacement est la position médiane de la figure.

* Ce vérin est alimenté par un débit de fluide hydraulique g fourni par une servovalve
commandée en courant i. Le débit g est proportionnel au courant d’alimentation.

 Un capteur de position mesure la position y de la tige du vérin. Il délivre une tension u,.

* Un potentiometre fournit une tension u, image de la consigne de position y..

« Un correcteur permet d’élaborer la tension de commande u 2 partir de 1écart. A par-
tir de cette tension, un convertisseur tension-courant génére le courant i qui alimente
la servovalve.

1. Tracer un schéma-bloc décrivant le fonctionnement de cet asservissement de position
angulaire.

2. Définir la catégorie de chaque composant de ce schéma, puis tracer les limites des
parties opérative (Po) et commande (Pc).

Commande en position

Afin d’empécher I’effondrement de falaises, on fore des trous suivant un maillage régu-
lier et on y enfonce des pieux en acier qui structurent I’ensemble et le consolident. La
plateforme, a partir de laquelle on réalise la pose des tubes, doit rester en permanence
parallele a la paroi de la falaise. La commande en position de cette plateforme est assu-
rée par un vérin hydraulique. Grace a un dispositif cinématique, le déplacement x de la
tige du vérin assure la position d de la plateforme. Afin de réguler la position de la pla-
teforme, le vérin est placé dans une boucle d’asservissement de position constituée par :
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Enoncés des exercices

* une servovalve fournissant un débit ¢ au vérin ;

* un capteur de position délivrant une tension /mx, image de la position réelle x de la
tige du vérin ;

* un correcteur élaborant la commande u de la servovalve a partir de 1’écart obtenu
entre I’image de la consigne de position /mx. et I’'image de la position.

La consigne de position x. est fournie par I’intermédiaire d’un adaptateur.
1. Décrire le dispositif d’asservissement de position sous forme d’un schéma-bloc.
2. Préciser les grandeurs d’entrée et de sortie de chaque bloc.

3. Faire apparaitre les parties commande (PC) et opérative (PO) sur ce schéma.

Réduction de schéma-bloc 1

Réduire le schéma-bloc ci-dessous

Réduction de schéma-bloc 2

Réduire le schéma-bloc ci-dessous

(5w H, H, )

Réduction de schéma-bloc 3

Soit le schéma-bloc dessiné ci-dessous. Il modélise un systéme avec une consigne
X (p), une sortie Z(p) et une perturbation Y (p). Les différents parametres, b, ¢, d, G
et K sont des gains.

1. Réduire ce schéma-bloc.

2. Emettre un avis sur la nature des deux fonctions de transfert mises en évidence.
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Chapitre 5 « Automatique des systémes continus

Réduction de schéma-bloc 4

On considere le schéma-bloc ci-dessous d’un systéme a deux entrées X (p) et U(p) et
une sortie Y (p).

X (pL e(p) H L = Y}(P)
Hj
=
U(p) - i, M;(P)

1. On s’intéresse a la seule influence de I’entrée X (p) sur la sortie Y (p). Déterminer
la fonction de transfert :

Y(p) )
Hop) = (—22
@) (X(P) U(p)=0

2. On s’intéresse uniquement a la seule influence de I’entrée U (p) sur la sortie Y (p).
Déterminer la fonction de transfert

Y(P))
Ho(p) = =22
) (U(P) X(p)=0

3. Quelle est I'influence simultanée des deux entrées X (p) et U(p) sur la sortie Y (p) ?

Transformée de Laplace
Soit a résoudre 1’équation différentielle suivante
y”(l) + 10y’(t) +21y(t) = 21x(t), avec y(0) = y, et y’(O) = y(’)

1. Exprimer cette équation dans le domaine symbolique, a écrire sous la forme

N(p) No(p)
Y = X(p) +
P =5 P F D
Que représentent les différents termes IDVEZ; %X (p) et Ig)((;)) ?

A la vue de ces expressions et de leurs interprétations, expliquer pourquoi en automa-
tique, on considere presque systématiquement les conditions initiales nulles.

2. Soit une entrée en échelon unitaire. Déterminer les réponses temporelles y () et don-
ner I’allure de ces courbes dans les deux cas suivants :

cyw=0ety,=0
cyw=2ety,=5

On rappelle la transformée de Laplace suivante

£() F(p)
(=1 ot 1
n—1° (p +a)
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Enoncés des exercices

3. On suppose les conditions initiales nulles et on prend comme entrée
x(t) = E sin (wt)
On recherche alors une sortie sous la forme
y(t) = S sin (ot + @)
A quoi correspond cette sortie ?
En adoptant les notations complexes x (1) = E e/“" et y(t) = S e/ (@ +9) | déterminer a
partir de 1’équation différentielle le rapport % e/?, puis conclure.

Moteur a courant continu

On s’intéresse au fonctionnement d’un moteur a courant continu.

porte de visite

: flasque palier
balais et coté collecteur

porte-balais

induit / = stitnr

collecteur

turbine de ventilation

flasque palier coté bout.d'arbre

Figure 5.5 - Eclaté d'un moteur a courant continu

) UR

ur

Figure 5.6 — Modele électrique d'un MCC

Le fonctionnement d’un moteur a courant continu est décrit par le systeme d’équations
suivant :

e Loi d’Ohm : u(t) = e(t) + Ri(t) + L

di(t)
d

. Equation de couplage : e(t) = Kyw(?)
. Equation de couplage : ¢y () = K i(t)
. . dw(r)
* Principe fondamental de la dynamique : JT =cu(t) —cr(t) — fo(t)

avec :

e i : courant d’induit (A)
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Chapitre 5 « Automatique des systémes continus

e i : tension aux bornes de 1’induit (V)

e ¢ : force contre électromotrice (V)

* ¢, : couple moteur (N.m)

*  : taux de rotation du moteur (rad.s™")

e ¢, : couple résistant (N.m)

¢ R : résistance totale : induit, balais, collecteur (£2)
e L : inductance de I’induit (H)

« J : Moment d’inertie par rapport a I’axe de rotation du rotor (kg.m?)
* K, : constante de vitesse (V.s.rad™")

* K. : constante de couple (N.m.A™")

* f: parametre de frottement visqueux (N.m.s.rad™")

1. Exprimer le systeme d’équations du moteur a courant continu dans le domaine sym-
bolique.

2. Tracer le schéma-bloc d’un moteur a courant continu commandé en tension.
3. Déduire de ce schéma I’expression de ©2(p) en fonction de U(p) et C,(p).

4. Déterminer 1’expression du taux de rotation en régime permanent si I’entrée de
consigne est un échelon d’amplitude Uj et si la perturbation est supposée nulle.

Antiblocage de roue 2

La présentation du dispositit ABS est faite lors de 1’exercice 5.1.

1 Modélisation de I’électrovanne

La variation de position z de la partie mobile de 1’électrovanne est modélisée par :
MZ(t) = Bi(t) — Kz(t) — pnz(t) — Sp(¢)

avec les parametres variables :

e i : courant de commande (A)

« p : pression régulée par I’électrovanne (N.m~2)
* z : position de I’équipage mobile (m)

et les parametres constants :

* M : masse totale mobile (kg)

* B : constante électromagnétique de la bobine (N.A™!)

* K : raideur des ressorts du centrage (N.m™')

e 1 : coefficient de frottement visqueux lié a 1’action du fluide sur 1I’équipage mobile
(N.s.m™")

* S : section de réaction (m?)

La pression de freinage délivrée par 1’électrovanne évolue proportionnellement a I’in-

tégrale de la position de sa partie mobile. Le coefficient de proportionnalité, noté L, est
exprimé en Pa.s™!.m™".
1. Apres avoir traduit la modélisation dans le domaine symbolique, compléter le

schéma-bloc proposé.

1p) e(p) Zp) Pp)
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P(p)
I(p)

3. Peut-on donner un sens physique a la fonction de transfert en boucle ouverte ?
Pourquoi ?

2. Déterminer la fonction de transfert

2 Modélisation de I’ABS

Une étude dynamique permet de définir la vitesse de rotation w de la roue en fonction
de la pression de freinage p délivrée par 1’électrovanne. Ce modele de connaissance
introduit, dans la relation entre w et p, la composante tangentielle 7' de ’action de la
route sur la roue telle que :

R(=T(t) + Cp(t)) = Ja(t) avec C en m>.
avec les parametres variables :

* R : rayon de la roue (m)

* J : moment d’inertie de la roue par rapport 4 son axe de rotation (kg.m?)

* C: surface (m?)

Afin d’élaborer le courant de commande de 1’électrovanne, on utilise un correcteur pro-

portionnel de gain K. Le fonctionnement du capteur est décrit par : Im(t) = aw(t).
La consigne de vitesse est notée : w.

4. A partir du schéma de I’ ABS proposé page 142, tracer le schéma-bloc de I’ABS dans
le domaine symbolique. Mettre ce schéma sous forme d’un schéma a retour unitaire.

5. Déterminer :

Q
* la fonction de transfert en poursuite H(p) = (P) ;
Qc(p)
. PR Q(p)
* la fonction de transfert en régulation G(p) = m
p

6. Préciser les expressions des gains statiques Ky et K de chacune de ces fonctions
de transfert.

On suppose :
* la consigne de vitesse constante : w () = 2
e la trainée constante : 7(¢t) = T

7. Déterminer 1’expression littérale de la vitesse de la roue @ en régime permanent.

Planeuse

Une planeuse permet 1’allongement réglable de bandes d’acier. La bande est déroulée
a partir du poste de déroulement. La vitesse de déroulement V, est imposée par le bloc
d’entrée. La vitesse imposée par le bloc de sortie Vi est supérieure a V,. Il y a donc
allongement de la bande entre ces deux postes. La bande allongée est bobinée au poste
d’enroulement.

L’allongement obtenu augmente le domaine de comportement élastique du matériau
utilisé.

La planeuse étudiée utilise principalement deux moteurs :
* le moteur 1 pour générer le mouvement de la bande ;

* le moteur 2 pour maitriser I’allongement de la bande.
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Poste de Planeuse Poste
déroulement d'enroulement

Blocen S

Bloc en S de

d'entrée sortie
\ Groupe de réalisation de /

l'allongement

Les fonctionnements de ces deux moteurs sont donc li€s. En effet, la variation de la ten-
sion de commande, 1, du moteur 1 modifie sa vitesse de rotation, w;, et cette variation
de vitesse perturbe la vitesse de rotation, w,, du moteur 2 et réciproquement. On a alors
un systéme modélisable par le schéma suivant :

Bp
+ ‘
U (p) . 1 . 1 Qa(p)
R fe2 Ty
‘ Kya
Bp
n
Ui(p) . 1 N 1
i fren Ip
! N(p)

Kvi

avec :

¢ R et R, : résistance en 2

e K¢y et K¢ : constante de couple en N.m.A™!

* Ky, et Ky, : constante de vitesse en V.s.rad ™!

« Jy et J, : moment d’inertie en kg.m?

Afin d’alléger les notations, on note
Ky = Kci = Ky,
K> =Kcr = Kvya

1. Déterminer 1’unité de gain B.

2. Déterminer les fonctions de transfert H,;(p) et H2(p) telles que

Qi(p) = Hi(p)Ui(p) + Hip(p)Ux(p)

On peut trouver de la méme manieére des fonctions de transfert Hy  (p) et Hxn(p) telles
que
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Q(p) = Hyu(p)Ui(p) + Hyn(p)Us(p)

Chaque moteur est asservi en vitesse avec une génératrice tachymétrique chargée de
mesurer sa vitesse de rotation. La tension de commande de chaque moteur est élaborée
par un correcteur a partir de I’écart entre 1’image de la consigne de vitesse et I’'image
de la vitesse de rotation. On note : GT\(p), GT>(p), Ci(p) et Co(p) les fonctions de
transfert respectivement des génératrices tachymétriques et des correcteurs des moteurs
1 et 2. Les génératrices tachymétriques sont assimilées a des gains purs tels que :
GTi(p) = G, et GT2(p) = G,. Les correcteurs utilisés sont des correcteurs propor-
tionnels de gain respectif : K; et K».

3. Tracer le schéma-bloc décrivant 1’asservissement des moteurs 1 et 2 en faisant appa-
raitre notamment Hy1(p), Hi2(p), Hx(p) et Hu(p).

4. Déterminer 1’expression de €2;(p) en fonction de 2,c(p), la vitesse de consigne du
moteur 1, et de U(p).

Restituteur d’effort

Le restituteur d’effort étudié a pour objectif de créer une sensation d’effort pour le
conducteur au niveau de la pédale d’embrayage alors que la commande d’embrayage
est électrique. L’asservissement consiste a réguler la différence entre 1’effort appliqué,
et donc ressenti, par le conducteur sur la pédale, f,, et I'effort appliqué sur la butée
d’embrayage, fe.

Actionneur électrique Bofta ds viesses

Capteur de position de la pédale

Calculat‘eur A
électronique
de contréle

Butée d 'embrayage

PEDALE DE COMMANDE ET

EMBRAYAGE A COMMANDE ELECTRIQUE
RESTITUTEUR D’ EFFORT

Figure 5.6 — D’aprés document Valéo

Afin d’étre dans le domaine linéaire, 1’étude est faite autour d’un point de fonctionne-
ment. Le processus peut étre modélisé par le schéma suivant :

Fp(p)

|
l

: i

Q2]

L=
U(p) S ) (D
“R r ﬁt
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1. Quelles sont les unités des gains A, B et C si A représente le pas d’une vis ?
2. Déterminer H;(p) et Hy(p) tels que AF(p) = H\(p)U(p) + Hy(p)Fy(p).

3. Le processus précédent est asservi : quelle est la grandeur contr6lée ?

Modéele de comportement
Soit un systeme décrit par le schéma suivant :

E(p) S(p)
H(p)

Afin de trouver son modele de comportement, on soumet ce systéme a une entrée en
échelon d’amplitude 2.

20 p—
7
/
/
/
10
/
1
50
1
I
0
0 1 2 3 4 5

t(s)
Figure 5.7 — Réponse a un échelon d’amplitude 2

1. Proposer un modele de comportement possible pour le systeme testé. Donner la
forme de la fonction de transfert correspondante.

2. Déterminer les parametres caractéristiques de la fonction de transfert envisagée.

Essai moteur

Un moteur a courant continu peut étre décrit par le schéma suivant :

Ul(p) Q p) (
M (p)

On réalise un essai indiciel d’'un moteur a courant continu qui met en rotation une charge.
La réponse obtenue est tracée sur la figure 5.8.

1. Proposer un modele de comportement pour le moteur.

2. Déterminer les valeurs des parametres caractéristiques du modele de comportement.

Les équations de fonctionnement d’un moteur a courant continu permettent d’établir
que son modele de connaissance est d’ordre 2, et on note

2(p) K

M = =
P) =T = 15 Ap + B2
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Figure 5.8 - Echelon d’amplitude 12 Volts - fréquence d’acquisition : 80 Hz

3. A la vue de la réponse du moteur, quel type de modele d’ordre 2 proposer ?

4. Donner I’expression de la réponse indicielle d’un tel systeme.

5. Exprimer en conclusion les conditions vérifiées par les caractéristiques d’un modele
du deuxieme ordre ayant ce type de réponse.

Essai indiciel

Le systeme étudié est modélisé par le schéma suivant :

E(p) e(p) U(p) S(p)
A a Kc H(p)

R(p)

A

On souhaite déterminer un modele de comportement du systeme en boucle ouverte.

La fonction de transfert du capteur et du transducteur est un simple gain tel que :
A=0,2.

On regle le gain du correcteur a K¢ = 5. L’amplitude de 1’échelon d’entrée est fixée a
10. La réponse en boucle fermée du systeme est donnée ci-dessous sur la figure 5.9.

1. Quel peut étre 1’ordre du systeme en boucle fermée ?
2. Donner la forme générale de la fonction de transfert en boucle fermée.
3. Déterminer les parametres caractéristiques de cette fonction de transfert.

4. Proposer une forme générale de H(p) compatible avec la fonction de transfert en
boucle fermé.

5. On suppose que H (p) n’a pas de zéro. Déterminer les parametres caractéristiques de
H(p).

6. Quelle valeur doit-on donner a K¢ pour que la réponse indicielle en boucle fermée
soit la plus rapide possible ? Déterminer le temps de réponse correspondant.

7. Pourquoi n’a-t-on pas réalisé un essai en boucle ouverte ?
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12 7

10

0 5 10 15 20
)

Figure 5.9 — Réponse a un échelon d’amplitude 10

Essais harmoniques
On réalise une succession d’essais harmoniques sur un systeme asservi en position
angulaire, en faisant varier la fréquence f du signal d’entrée :

¢ le signal sinusoidal d’entrée est tel que
e(t) = Ey sin 2 ft)
* son amplitude est fixée a 5°.

Pour chaque essai, on releve la valeur de I’amplitude Sy du signal de sortie et son
déphasage temporel par rapport au signal d’entrée.

A Iissue de cette campagne d’essais, on établit le tableau de mesures suivant :

Fréquence So Déphasage
Hz degré ms
0,2 15 20
0.8 14,8 18
1,5 14,7 19

6 12 18
8 10,5 16
11 8,8 14
15 6,6 11
45 2.4 4,5
80 1,6 3

160 0.8 1,5

1. Calculer, pour chaque fréquence testée, la valeur du gain en décibel et de la phase en
degré de la fonction de transfert.

2. Tracer les diagrammes de Bode expérimentaux.

3. Donner une forme possible pour la fonction de transfert du systeme étudié.
Déterminer les valeurs numériques caractéristiques de cette fonction de transfert.
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Transmission

Une transmission électro-hydraulique est schématisée sur la figure 5.10 et modélisée
sous forme de schéma-bloc sur la figure 5.11 :

Came Arbre de 0 Capteur de
position

commande

Uc(p)
+

U(p) Qp) __(©p (X +* Xa(p) Qp) Y(p) a
%@Fﬂ
c
L]

Figure 5.11 - Schéma-bloc de la transmission

Cabhier des charges

* Rapidité : temps de réponse a 5 % inférieur a 1 s.
* Stabilité : pas de dépassement pour la réponse indicielle.
* Précision : écart nul pour une entrée en échelon.

Donnée
C =2Vrad™!

Le résultat d’un essai indiciel du moteur électrique est proposé sur la figure 5.12.

1. A partir de la réponse indicielle fournie, proposer une expression pour la fonction de
transfert H (p) du moteur.

2. Apres avoir rappelé I’équation différentielle liant la position angulaire 6(¢) au taux
de rotation w(¢), déterminer /(p).

®

3. Déterminer la fonction de transfert

() , puis trouver 1’expression et la valeur du
Uc(p)

gain statique.
La figure 5.13 représente 1’évolution temporelle de 6 lorsque le signal uc est un éche-
lon de 2 Volts. Le gain du correcteur est réglé a K¢ = 4,21073.

4. La valeur finale est-elle cohérente avec la valeur du gain statique précédemment
déterminée ?

155



+ Automatique des systemes continus

5. Quelle valeur limite peut prendre K¢ pour respecter le cahier des charges du point
de vue stabilité ?

6. Pour la valeur limite de K¢ déterminée, trouver le temps de réponse a 5 %. Conclure.

200

150

=)
S

w(rad/s)

50

0
0 1 2 3
t(s)

Figure 5.12 - Réponse a un échelon d’amplitude 12 Volts

1.2

0.4

0.2

0
0 5 10 15 20
t(s)

Figure 5.13 — Réponse a un échelon d’amplitude 2 Volts

Recherche ordre 2

Soit un systeme décrit par la fonction de transfert

S(p) 5

E(p) 10+3.2p+1,6p°

On propose cing réponses a un échelon d’amplitude 2.

H(p) =

1. Quelle est la réponse correspondant au systeme décrit par H(p) ?

=]
1 g —
/ L1
171/l
| [
Cs |
Y | -
| Cy
0.5 T
"/ “ 0
-/ e |
4 o |
0 4 T T T T
0 1 2 3 4
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Identification

Un systeme asservi est décrit par le schéma ci-dessous :
E(p) 5(p)

+
C(p) H(p)

-1

Figure 5.14 - Schéma-bloc du systeme asservi

avec :
* C(p) la fonction de transfert du correcteur, tel que
1
Cip)=20(1+—
4p
* H(p) la fonction de transfert du systtme commandé

40

Hp) = ——
P) =T a2, 1082

En vue d’une étude de stabilité, on a tracé les diagrammes de Bode de la fonction de
transfert en boucle ouverte, notée B(p).

1. Parmi les quatre couples de diagrammes de Bode proposés ci-dessous, déterminer
en justifiant celui ou ceux correspondant a B(p).

G(dB)
80

60

40

20

—20

—40 .
1072 107! 100 10* 102
0 () w(rad/s)

—80

—100

—120 H

—140

—160

—180 )
1072 107! 100 10* 102
w(rad/s)
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G(dB)
80
\\\\
60 .y
\\\\\
40
0 s
Il
N
™N
—20 g
—40
1072 107! 10° 10! 10?
e (°) w(rad/s)
—80
~100 — ~
—~120
—140
3 ™
~160 F ™
—180 il Rei
1072 107! 10° 10! 10?
w(rad/s)
— Réponse sinusoidale
G (dB)
10
0 T T
-10
—20
—-30
—40
10! 100 10* 102 10°
o - d
0(°) 5 w(rad/s)
0 e
-15
—-30
—45
—60
-5
—90
—105
1071 10° 10! 10% 10°
w(rad/s)

Figure 5.15 - Les deux diagrammes de Bode
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Soit un systeéme décrit par la fonction de transfert

s 1

Hp)= E(p)  140,1p

La représentation du lieu de transfert de H (jw) dans les plans de Bode est fournie sur
la figure 5.15.

1. Si le signal d’entrée est un sinus de pulsation 0,5 rad.s™!, ’amplitude du signal de
sortie est-elle atténuée par rapport a celle du signal d’entrée ? Justifier.

2. Le signal d’entrée est défini par e(¢) = 10 sin (¢) + 2 sin (30¢). Déterminer 1’ex-

pression du signal de sortie. Conclure.

Bode ordre 1

Soit un systeme décrit par le schéma suivant

E(p) Hp) S(p)

On s’intéresse a un systéme du premier ordre

H(p) = ,avec K >0ett >0

1+7p
Pour les tracés, prendre K = 3 pour le gain statique et T = 0,2 s pour la constante de temps.
1. Donner I’expression de la fonction de transfert harmonique H (jw).

Pour tracer rapidement les diagrammes de Bode, on réalise d’abord le tracé des dia-
grammes asymptotiques qui s’obtiennent a partir d’approximations de la fonction de
transfert harmonique.

2. Déterminer une expression approchée de la fonction de transfert harmonique, notée
H,(jw), pour des pulsations telles que : wt < 1, puis pour des pulsations telles
que : ot > 1.

3. Reproduire et compléter alors le tableau suivant :

w 7
Hq(jw)
gain asymptotique en décibel GaB, ()
phase asymptotique Y (@)

4. Tracer les diagrammes asymptotiques de Bode.
Evaluation de I’écart entre les diagrammes réels et les diagrammes asymptotiques.

5. Rappeler les expressions :
e du gain en décibel du systeme, G4p ;
e de la phase du systeme, ¢.

6. Reproduire et compléter le tableau suivant :

1 1 1

E 4T 2T T T T T

)
~
=N

w

lp(w) — @a(w)]
Gyg(®) — Gyp,(w)
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7. Conclure sur la pertinence des diagrammes asymptotiques.

Bode ordre 2 apériodique
Soit un systeme d’entrée E(p), de sortie S(p) et de fonction de transfert H(p) du
deuxieme ordre simple
40
1+42,04p + 0,08 p2

H(p) =

1. Déterminer le gain statique K, la pulsation propre wy et le coefficient d’amortisse-
ment &.

2. Déterminer les poles de la fonction de transfert puis écrire H(p) sous la forme

1

———————avec T > T
A+upd+np) o

3. Tracer les diagrammes asymptotiques de Bode.

4. Les asymptotes basses et hautes pulsations du diagramme de gain se coupent en un

1 1
point d’abscisse wy. Montrer que wy est le milieu du segment |:—, —] .
T

5. Tracer I’allure du diagramme réel de gain. Préciser G4p(wp) et ¢(wy).

Bode ordre 2

Soit un systeme d’entrée E(p), de sortie S(p) et de fonction de transfert H(p) du
deuxieme ordre simple

K
H(P)=ﬁ
1+—p+—2
wo wy

Pour les tracés demandés, prendre comme valeurs

K =18 wy = 4rads™! £=0,5
1. Donner I’expression de la fonction de transfert harmonique H (jw).
2. Retrouver ces deux caractéristiques d’un systéme d’ordre 2 :

e gain a la pulsation de cassure :
Gap(wp) =20logK — 201og(2¢)
* phase a la pulsation de cassure :
@(wo) = —90°.

Pour tracer un diagramme de Bode, on réalise d’abord le tracé du diagramme asymp-
totique. Ce tracé est établi a partir de formes approchées de la fonction de transfert har-
monique.

3. Déterminer une expression approchée de la fonction de transfert harmonique, notée
H,(jw), pour des pulsations telles que : w < wy, puis pour des pulsations telles
que : o > .

4. Reproduire et compléter alors le tableau suivant :
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w [0}
Hy(jw)
gain asymptotique en décibel Gap,(®)
phase asymptotique Y (@)

5. Tracer les diagrammes asymptotiques de Bode, en utilisant les valeurs numériques
proposées.

Position du diagramme de gain par rapport aux asymptotes
6. Rappeler les expressions :

e du gain en décibel du systeme, G4p ;
¢ de la phase du systeme, ¢.

7. Justifier ’existence d’une pulsation de résonance pour I’exemple traité, puis déter-
miner sa valeur.

8. Définir le facteur de surtension puis déterminer la valeur maximale du gain en décibel.

9. Pour un systeme d’ordre 2 résonant, le diagramme réel de gain est-il constamment
au dessus des asymptotes ?

10. Tracer I’allure du diagramme réel de gain.

Bode ordre 3
Soit un systeme d’entrée E(p), de sortie S(p) et de fonction de transfert H (p) carac-
térisé par

10

Hp) = —— —
(P) = 0.6p % )

1. Exprimer la classe de la fonction de transfert, puis déterminer le gain statique K, la
pulsation propre wy et le coefficient d’amortissement &.
2. Tracer les diagrammes asymptotiques de Bode.

3. Tracer I’allure du diagramme réel de gain, en précisant les valeurs remarquables.

Lieux de transfert

Soit un systeme décrit par le schéma-bloc suivant :

E(p) Hip) S(p)

On envisage différents systemes :

- 500
P = (1T 80p) (100 + 400p + 1112
2p2+21p+10
Hy(p) = P P o2
50p (1 +0,01p + (%) )
70
Hi(p) =

p(p*+0,8p +4)(100p +7)
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Pour chacun de ces trois systemes :

1. Déterminer 1’ordre, la classe et le gain statique K de la fonction de transfert.

2. A priori, quelles sont les pentes de I’asymptote hautes pulsations et de 1’asymptote

basses pulsations du diagramme asymptotique de gain ?

3. Quelles sont les phases aux basses et aux hautes pulsations ?

4. Tracer les diagrammes asymptotiques de Bode.

5. Préciser I’allure des courbes réelles.

Les informations sont dans le texte de présentation. |l faut
identifier les différents éléments et les grandeurs physiques
associées.

1. Envisager un référentiel pour comprendre les mouve-
ments.

2. Faire un schéma, et évaluer les ordres de grandeur des dimen-
sions concernées.

Les informations sont toutes dans le texte de pré-
sentation. Il est également utile de se rappeler les constituants
des chaines d'énergie et d’'information.

Commencer par déplacer un nceud pour que les boucles
soient concentriques.

Plusieurs méthodes sont possibles. Il est suggéré, pour
s'entrainer, de sortir toutes les fonctions de transfert de l'inté-
rieur des boucles, en quatre étapes.

1. Sortir par exemple le bloc K/ p par la gauche, et le bloc
G par la droite pour pouvoir permuter deux soustracteurs afin
d’obtenir des boucles concentriques.

2. Donner les caractéristiques des différentes fonctions de
transfert, en ne considérant qu’une seule entrée a chaque fois.

1. Suivre les différents chemins pour « détordre » le sché-
ma-bloc.

1. Ne pas oublier les conditions initiales. On rappelle la
transformée delLaplace de la dérivée d'une fonction

f@) — F(p)
f@) — pF(p) — fo
2. Décomposer en éléments simples, sans oublier I'entrée.
4. Utiliser le théoreme de la valeur finale.

1. Relire attentivement la derniére phrase du texte de
présentation.

3. Le systeme étudié est-il un systéme asservi ?
7. Utiliser le théoreme de la valeur finale.

1. Identifier les unités des grandeurs au niveau des som-
mateurs.

2. Annuler successivement chacune des entrées, puis sommer.
3. S'inspirer du schéma-bloc initial.

1. Partir des unités de grandeurs connues, C,(p) par
exemple, et se rappeler que le pas d'une hélice s’exprime en
meétre par radian.

2. Annuler successivement chacune des entrées, puis sommer.

Ne pas oublier I'entrée, sans laquelle la réponse ne peut
étre interprétée. Une fois I'entrée bien identifiée, on s'intéresse
habituellement a la tangente a l'origine et a la présence ou non
d’oscillations pour faire des propositions.

1. Ne pas oublier I'entrée, sans laquelle la réponse ne peut
[tre interprétée, et faire appel aux caractéristiques des modéles
élémentaires connus.

3. Les modeéles d’ordre 2 sont caractérisés par la valeur du coef-
ficient d'amortissement.

3. S'intéresser a la valeur relative du premier dépassement,

dont on rappelle I'expression
__7mE

D=¢ VI8
4. Quel est le gain de la FTBF ?

1. Convertir toutes les unités, sachant qu’un retard de 360°
correspond a un retard d’'une période.

Identifier et exploiter les caractéristiques du systeme étudié.

Bien faire la différence entre la fonction de transfert en
boucle ouverte et la fonction de transfert en boucle fermée.

Revenir a la définition du gain.
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= Corrigés des exercices

Antiblocage de roue

1. La pression d’alimentation des cylindres de roue est réglée par 1’électrovanne.
2. La vitesse de la roue est asservie par I’ABS.

3. Schéma-bloc

Irainée

Vitesse Image de Effort de

cible la vitesse Ecart Courant  Pression freinage
cible

Adaptateur Correcteur [Zlectrog Cylindrg
- vanne de roue

Vitesse de

Image de

Capteur

la vitesse
de la roue

Controle d’attitude de satellite

1. Si la rotation imposée au volant d’inertie est dans le sens trigonométrique, alors le satellite va tourner dans
le sens opposé, donc dans le sens négatif.

2. Si on assimile I’arc a la corde, on peut définir I’erreur maximale d’orientation A6 par :

Dans cette relation, d représente I’erreur de pointage admise et R le rayon sur lequel se situe le satellite.

On obtient une erreur maximale de 1,6 1073 degré.
3. Schéma-bloc

Pression de

radiation

Panneaux
solaires
Consigne Image de Vitesse de Couple Angle du
B c Ecart Tension . Couple . h
d’apgle la copsigne rotgtion

résigtant satellite
Di itif /
S Moteu Vel Satellite

électronique d’inertie]

Image de
Pangle du @l‘—

satellite

Train pendulaire
1. Schéma-bloc

Consigne
Image de — . o . Angle de la
de la comsiene Ecart ['ension Courant Débit Position L
posftion YA / ) i i s
/! Potentio- | / Conver- Servo- s -
—4 Correcteur . Vérin Caisse
métre - tisseur valve

Image de
g

Ta position Capteur
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2. On regroupe les informations dans un tableau

Transducteur : Potentiometre
Préactionneur : Servovalve
Actionneur : Vérin
Effecteur : Caisse

Commande en position

/./ ) ) / / //
1 /@ // ///V[Vérin] /Vl Cinématique‘

Réduction de schéma-bloc 1
On propose ci-dessous un exemple de résolution a partir de transformations du schéma-bloc :

* déplacement du point de prélevement de la boucle supérieure a droite de Hz(p)

A
Hj
X € Y
(p)—> (])) H, —» H, (1 H; (];)
* réduction troisieme boucle
A
Hj
X(p) £(p) H; Y(p)
H H. >
— 1 9 A
* déplacement du point de prélevement de la boucle supérieure a gauche de 15131?(37)
A
1+ Hs
X(p) e(p) H. Y(p
L H > Hy = SH 3 (p)
* réduction de boucles concentriques
X(p) e(p) H,(1+ Hs) H; Y(p)
—> Hy —» »
1+H3+AH2 1+H3
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e réduction finale

X(p)

—

Réduction de schéma-bloc 2

HyHyHy

1+ Hs+ AH, + H Hy + H H.H;

On se propose pour résoudre cet exercice de sortir toutes les fonctions de transfert de 1’intérieur des boucles :

e sortir la fonction H; de la boucle ;

X(p)

—

B H;
e(p) M+§; 0 ¢W

e sortir la fonction H, des boucles ;

B HgHQ <—‘

HsH,

e sortir la fonction H; des boucles...

... en deux étapes.

B HsH,

H34>

HyHz —

b
A HQHl

H15H2

H,

BH3H2 <—‘

H2H3 >

RS

AHH,

H3H2H1

HyHs —>

On est en présence de trois boucles concentriques qui prélevent au méme point et dont les sommateurs sont jux-
taposés, c’est a dire non séparés par des fonctions de transfert : elles se réduisent a une seule boucle avec la
somme des opérateurs des boucles dans le retour.

X(p)

4>H1

H3H>,H, + AHH, + B H3H,

H,Hj

Y (p)

——
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On obtient I’expression finale

X(p) H,H,H, Y (p)
— —

1+ H;H,H, + AHyH, + BH3;H,

Réduction de schéma-bloc 3

1. Exemple de réduction du schéma-bloc :

* sortir les deux blocs placés entre les sommateurs pour pouvoir les permuter afin de rassembler les deux boucles
inférieures ;

e réduire la boucle intérieure ;

Y (p)
G
X(p) | K P Z(p)
R
G (K +bp)
p

* sortir la fonction de transfert placée entre des sommateurs pour pouvoir les permuter...

dK +p
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.. en deux étapes ;

dK +p

e réduire la derniere boucle.

X(p) K S dK +p Z(p)
e 7ot navaVas Koy-coowe sy e

Apparaissent les deux fonctions de transfert recherchées :

e en considérant I’entrée Y (p) nulle

Ho(p) = <Z(p)) _ K
’ X)) ypmo  K@+G)+ (1+Gb)p

¢ en considérant I’entrée X (p) nulle

H(p);(@) :£ dK +p
g Y )x(m=0 G K(d+G)+(1+Gb)p

2. Emettre un avis sur les deux fonctions de transfert mises en évidence :
e H,(p) estune fonction de transfert d’un systeme du premier ordre simple, de gain statique ﬁ et de constante
1+Gb .
de temps K(d—+G) 5

* Hy(p) est une fonction de transfert d’un systéme du premier ordre généralisé, de gain statique Wi@

Réduction de schéma-bloc 4

1. On s’intéresse a I’influence de I’entrée X (p) sur la sortie Y (p) en1’absence de U (p) ; on pose donc U (p) =0
sur le schéma-bloc. La grandeur qui sort de Hq(p) est alors celle qui entre dans Hs(p) .

X(p) _on @) E@__TQ Y}(p)
t;Hg
li
R—

Hg

e W(p)

11 est intéressant de suivre les différents chemins possibles pour comprendre le schéma :
¢ le chemin direct de X (p) a Y (p), via le soustracteur, la boite H;, le sommateur et la boite H ;
¢ le retour unitaire de la sortie Y (p) au soustracteur ;

e le retour de la sortie Y (p) au sommateur, via les boites Hg, Hs et Hj.
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Xo) L) o | YW
RO T
[
7]
: W (p)

Comprendre le troisieme chemin permet de « détordre » le schéma-bloc initial et de proposer un schéma-bloc
équivalent.

QI Trm I S a | BL.C
[ Sl - O Bl '

Il reste a réduire les deux boucles concentriques

Y(P)) _ H H,
X)) )uyp=0 1+ HH+ HH;HsHg

Hy(p) = (

2. On s’intéresse a I’influence de I’entrée U (p) sur la sortie Y (p) en’absence de X (p) ; on pose donc X (p) = 0
sur le schéma-bloc. L’entrée nulle X (p) = 0 entraine ¢(p) = —Y (p) ; on peut donc mettre une boite de gain
—1 ala place du soustracteur, avec comme entrée Y (p). Le schéma-bloc devient alors :

L RGNy ~O)—= s i)
L&
[ = :X
ey, - Hs )

Or suivant les différents chemins, on constate comme précédemment qu’il ne reste que deux boucles concen-
triques a réduire

H,(p) = (

Y(p) ) _ H,H; Hy Hs
U) ) xpy=0 1+ HiH,+ HyH3HsHg

3. Si on s’intéresse a I'influence simultanée de X (p) et de U(p) sur Y (p), la linéarité des systemes étudiés,
qui reste une des hypotheses fortes du chapitre concerné, permet de dire que la sortie Y (p) se met sous la forme

Y(p) = Hy(p)X(p) + H,(p)U (p)

Remarque : Il est évidemment toujours possible de résoudre algébriquement, en « lisant » le schéma-bloc. On
obtient une équation linéaire en Y (p), X (p) et U(p) dont on extrait Y (p)

Y(p) = Hy (H [X(p) — Y (p)] + H3 [Hs (H U (p) + He(p)Y (p)}])

On factorise les entrées et la sortie...

(1 + H H, + H,H3Hs He) Y (p) = (H Hy) X + (H,H3H, Hs) U(p)
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... pour retrouver le résultat précédent

Y(p) = M X(p) + UL R
R 1 + H\ H, + H,H3Hs Hg P 1+ H\H, + H,H3;Hs Hs P

Transformée de Laplace
1. Les différentes transformées de Laplace sont :
x() —  X(p)
y@) +— Y(p)
Y@ > pY(p) =y
Y'(@®) = p(pY(p) = y0) — ¥

On obtient alors, apres arrangement

21 + ¥, + 10
Y(p) = o X (p) + S
p>+10p +21 p>+ 10p +21
Yi(p) Ya(p)

Y (p) est la somme de deux termes Y;(p) et Y2(p) :

21 . Y(p)
e le terme ————  — représente la fonction de transfert H = —— du systeme d’entrée X et de
P2+ 10p+21 P =X ™Y )
sortie Y (p) ;
Systeme
X(p) Y(p)
—| H)
le t 21 X(p) ésente la ré Yi(p) d teme 2 la sollicitation X (p) en I’ab d
eleterme————— représente la réponse systeme a la sollicitation en I’absence de
P2+10[)+21 p p P 1(p usy 1citat p

conditions initiales ;

Yi(p) = H(p)X (p)

PYo + ¥y + 10yo
p?+ 10p + 21
sence d’entrée.

* e terme représente la réponse libre Y, (p) du systeme suite aux conditions initiales, en 1’ab-

Evaluer les performances d’un systeme se fait par 1’analyse de ses réponses a des entrées connues et maitrisées.
Ces réponses ne peuvent étre exploitées que si les conditions initiales sont nulles et n’ont pas d’influence sur
le comportement du systeme étudié.

2. On s’intéresse aux réponses indicielles du systeme concerné, pour lesquelles X (p) = % :
¢ Cas des conditions initiales nulles.
Le dénominateur de la fonction de transfert admet deux racines réelles et la sortie s’écrit alors

21

Y(p)= ——————
B = e )LD

On décompose cette réponse en éléments simples
21 a b c
—_— el
p(p+3(p+7 p p+3 p+7

 on multiplie par p les deux membres de 1’égalité précédente et on prend la valeur p = 0 pour évaluer la va-
leur du premier coefficient a ;
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* puis on multiplie respectivement par p 4 3 et p + 4 en prenant comme valeur p = —3 et p = —4 pour éva-
luer les valeurs des deux autres coefficients b et c.

rp=s-l L _ 3 1
P T i+ Tr e+

Par transformée inverse de Laplace, on en déduit I’expression ygo(¢) de la réponse avec les deux conditions ini-
tiales nulles

7 3
yoo(t) =1 — 1 e + 1 e !

e Cas des conditions initiales non nulles.

On a alors a rechercher la transformée inverse de la fonction

_ 2p*425p 421

Y e S e
B = e+ +D

On la décompose en éléments simples de la méme maniere que précédemment

Y()—1+ 3 2
p_p p+3 p+7

La réponse temporelle correspondante est alors
yas(t) =1 +3e 7 —2e7"

On trace alors les courbes des réponses obtenues

2.0
1.5

1.0 =
0.5 }“
0 ! ! ! ! ! !

0 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50

On complete ces deux courbes par le tracé des dérivées premieres, sur lesquelles on retrouve les conditions ini-
tiales concernées

0.25 0.50 0.75 i.00 1.25 1.50

— O =N W e Ot
T T T

3. La recherche d’une solution sous la forme y(#) = S sin (ot + ¢) consiste a rechercher une solution parti-
culiere de 1’équation différentielle, c’est a dire que 1’on ne s’occupe pas du régime transitoire, mais seulement
du régime permanent de la réponse forcée.

Le rapport %ej ¢ g’obtient en substituant jw a la variable p dans la fonction de transfert.
S .
je — 9
—e/" =H(jo
z (jw)

C’est un nombre complexe dont :
* le module exprime le gain du systeme ;
* ’argument exprime le déphasage de la sortie par rapport a 1’entrée.

Leurs valeurs dépendent de celle de la pulsation @ de sollicitation.
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Moteur a courant continu
1. On suppose les conditions initiales nulles et on applique la transformée de Laplace aux équations de fonc-
tionnement
di(t)
dt

u(t) =e()+ Ri(t)+ L
et) = Kyo()

cm (1) = K.i(t)

JO = (1) — cr (1) — foo(t)

U(p) =E(p)+RI(p)+Lpl(p)
E(p) = KyQ(p)

Cn(p) = K:I(p)

JpQ(p) = Cu(p) —Cr(p) — fQ(p)

1111

2. Pour un moteur commandé en tension, on peut tracer le schéma-bloc suivant :

R+ Lp Jp+ f

I
)

K,

3. Si on suppose I’entrée de perturbation nulle, on obtient en utilisant les résultats de 1’algebre des schémas

Q) _ K.
U(p) K.Ky+Up+ )R+ Lp)

Soit, en regroupant les différentes puissances de p

Qp) _ K
Up) ~ KeKo + Rf + (LT + ROp+ LIp?

Si on suppose I’entrée de consigne nulle, on travaille alors sur le schéma suivant :

Cr(p) Q p)
+ 1
Jp+f
[ ! K, K
R+ Lp c v
On réduit la boucle pour écrire
Qp) R+Lp
Cr(p)  KcKy+Rf+(LJ+Rf)p+ LJp?
Le systeme étant linéaire, on obtient finalement, par superposition
Q(p) = Ko U
P =K Ko+ Rf + LI+ RNp+LIp? F
R+L
P Cr(p)

 KKy+Rf+(LJ+Rf)p+LJp?

4. Si on applique un échelon de tension en entrée en 1’absence de perturbation, on a
Uo
U(p)=7 Cr(p)=0

On admet que le moteur tend, en régime permanent, vers un taux de rotation fini noté wso . En utilisant le théo-
reme de la valeur finale, on peut écrire
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W = lim w(t) = lim pQ(p)
t—00 p—0

On a alors

K.
oo = ——— U,
K.Ky+ Rf

Antiblocage de roue 2
1. La modélisation proposée pour I’écoulement se traduit par

t

p() =L / 2() du

0

On suppose les conditions initiales nulles. En appliquant la transformée de Laplace aux équations modélisant
le fonctionnement de 1’électrovanne, on obtient

L
P(p) = —Z(p)
P

Mp*Z(p) = BI(p) — KZ(p) — upZ(p) — SP(p)

Soit, apres arrangement
(Mp® + pp + K)Z(p) = BI(p) — SP(p)

ou encore

Z(p) = 7

BI(p) — SP
ijijLK( (p) —SP(p))

On obtient alors le schéma-bloc suivant :

I(p) e(p) Z(p) P(p)

B * !
Mp? + pup+ K
\— S

2. A partir des résultats de I’algébre des schémas, on peut écrire

Sllie)

P(p) _ BL
I(p) LS+ p(K + up+ Mp?)

3. On n’a pas de systeme asservi car il n’y a pas de signal de commande élaboré par un correcteur. Ce schéma
représente simplement 1’électrovanne dont le fonctionnement fait apparaitre un effet de feed-back.

4. Si I’asservissement est correctement congu, alors la fonction de transfert de 1’adaptateur est égale a celle du
capteur.

Par ailleurs, dans le domaine symbolique, le modele de connaissance fourni s’écrit, si les conditions de Heaviside
sont vérifiées

R(=T(p) +CP(p) = JpQ(p)
On en déduit

R
2(p) =7 (CP(p) —T(p)
p

On peut alors tracer le schéma-bloc suivant :
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Qc(p) £(p) I(p) P(p) Q(p)
+ BL dL R
LS+ p(K + pp + Mp?) Jp

Imy,(p)

Ou encore, en proposant un schéma a retour unitaire

—T(p)

Q(p) £(p) 1(p) P(p) Q(p)

+ " P BL o + R
LS + p(K + pp + Mp?) Jp

5. Pour la fonction de transfert en poursuite, on suppose 1’entrée de perturbation nulle. On obtient alors

H(p) = Q(p) aKBLCR
P = Qu(p) T aKBLCR + Ip(LS + p(K + pp + Mp?))

Pour la fonction de transfert en régulation, on suppose I’entrée de consigne nulle. On obtient dans ce cas

Q(p) R(LS + p(K + up + Mp?))

G(p) = —
(P) = 75) = aKBLCR + Ip(LS + p(K + up + Mp?)

6. En mettant les fonctions de transfert précédentes sous forme canonique, on a

H(p) = ) 1
Qc(p) Jp 2
1+7QKBLCR(LS+17(K+W+MP )
Q S 1+...
G(p) = (p) +

- T(p) aKBC1+...
On trouve :
* pour la fonction de transfert en poursuite, un gain statique de 1 ;
Kg=1
e pour la fonction de transfert en régulation, I’expression du gain statique K¢ est

S
aKBC

Kg =

m w(t).

7. On cherche wso = i
t—400

Comme le systeme est stable, la vitesse de la roue tend vers une valeur finie, on peut donc utiliser le théoréme
de la valeur finale
woo = lim pQ(p)
p—0

Comme le systeme est linéaire, on a
Q(p) = H(p)Qe(p) — G(p)T (p)
Comme les entrées de consigne et de perturbation sont constantes, on a
Q Ti
Qp)=—  T(p)=—
p p
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On obtient alors
Woo = I%iglo (H(p)2o — G(p)To)

Finalement, on a
S

S A
aKBC

a)oo:Q()—

On constate qu’il y a une erreur en permanence lorsqu’il y a une perturbation. Pour supprimer cette erreur, il
faut implanter un autre type de correcteur.

Planeuse

1. B doit avoir la méme dimension que les moments d’inertie J; et J», donc s’exprime en kg.mz.

2. On travaille par superposition, en commengant par poser U,(p) =0

K, R,
Q =— U +Bpl ——— |
1(p) 2T Rihp 1(p) p<K]2+R1]1P) 2(p)
De méme, en posant U;(p) =0
p) = 2 U(p)+Bp<72 )Q(p)
2 K22—|—R2‘12p : K22+R211P :

Finalement, par combinaison de ces deux dernieres équations

K (K3 + RyJop)Ui(p) + K2R BpUs(p)

Q =S

2 (K{ + RiJ1p)(K5 + RyJop) — RiRyB?p

On en déduit
K(K3 + RyJ>p)
Hy(p) = ) 2 2
(Ki + RiJip)(K; + RoJap) — RiR,B*p
K>R|B

Hyx(p) = 220P

(K} + R Jip)(K3 + RyJap) — RiRyB?p

3. On propose comme schéma-bloc le schéma de la figure 5.16.

4. A partir du schéma de la figure 5.16, on peut écrire

G
uo(p), X_ o G0 o I (p)
| Hi2(p) +
Ha (p)
Qe0(p), X ) $+g 2(p)

. :

Figure 5.16 - La structure de I'asservissement des deux moteurs

174



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

_ K Hyi(p) Hix(p)
) = T e H () ™ K]GIH“(p)QlC(P) YK G H. O K.G\ Hi(p) Ua(p)

Restituteur d’effort

1. Le pas X d’une hélice est exprimé en m.rad ™!,

D)

C

(
D)

- Om(p) © p) (

Fp l
W) l

s X0
B

A

A la lecture du schéma-bloc, on a

_ G
E(p)

C,(p) estl’image dans le domaine symbolique d’un couple résistant ¢, (). Un couple est exprimé en N.m, donc
I’entrée e est homogene a une force, exprimée en Newton.

Comme E(p) est la sortie d’'un sommateur, W(p) et X(p) sont de méme dimension que E(p). On en déduit
alors que C est sans dimension et que B est en N.rad™".

2. Sur le schéma on peut lire AF(p) = k(Fp(p) — Fe(p)). Pour déterminer Fg(p), on peut réorganiser le
schéma pour avoir des boucles imbriquées.

Fp(p)
C
iy
+
B
R;; Lp/\
C
U(p) - Qm (P) (')m(p) FE(p)
4F 4F 1 K 1 1 4 G
R+ Lp c Jp P
= { o(p)
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On peut alors réduire la boucle interne pour tracer le schéma suivant :

Fp(p)
C
.|
+
i -
R+ Lp
K¢ A
U(p) B ‘ Qm(p) Om(p) Fr(p)
aF Ko E 4 G
KCKE+RJP+LJPZ p
O(p)
A partir de ce schéma, on peut trouver :
F,
R(p) = E(p) en supposant Fp(p) nulle ;
U(p)
F
G(p) = £(p) en supposant U (p) nulle.
Fp(p)
On pose Fp(p) = 0 ; on écrit alors
Kc 1
A X X —
R(p) = Fg(p) G KcKg+RJp+LJp*> p
- - K 1 R+ L
Uip) 1+Ax ¢ x—xBxﬂk
KcKg+RIp+LJp> p Kc
Soit, apres réduction
GAK¢
R(p) =

p(KcKg + RJp + LJp?) + ABA(R + Lp)

On pose U(p) = 0 ; on trouve alors

K¢ 1 R+ Lp
A X X — X A
G(p) = FE(p) —_GC KcKg+RIp+LJp*  p Kc
B B K 1 R+ L
Fp(p) 1+ A x c X — X B % +pk
KcKgE+RIp+LJp> p Kc
Soit, apres réduction
—GCAMR + Lp)
G(p) =

p(KcKg + RJp + LJp?) + ABA(R + Lp)
Finalement, on obtient

GA(KcU(p) — CA(R+ Lp)Fp(p))
LJp3+ RJIp*+ (KcKg + ABLA)p + ABRA

Fe(p) =

En revenant au calcul initial, on peut alors identifier H,(p) et H(p) :

) — kGAKc
WP = "LIp® + RIp* + (KcKE + ABLA)p + ABRA
kGACA(R + Lp)
Hy(p) =1+ b

LIp>+ RIp®>+ (KcKg + ABL))p + ABRA
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3. La grandeur asservie est I’écart d’effort Af = f, — f.. On peut représenter cet asservissement par le schéma
suivant ou C(p) représente le correcteur

Fp(p)

Hy(p)

AFc(p) Ul(p) B AF(p)
+

Modéele de comportement

1. La pente a I’origine semble non nulle et il n’y a ni dépassement, ni oscillation, on peut raisonnablement en-
visager un modele d’ordre 1, dont la fonction de transfert s’écrit

Sp K

E(p) 1 +7tp

H(p) =

2. En régime permanent, la réponse d’un systeme d’ordre 1 a un échelon d’amplitude E, tend vers K Ej. Ici,
comme 1’échelon d’entrée a une amplitude de 2 et comme la réponse tend vers 20, on a donc un gain statique
de K = 10.

Le temps de réponse a 5 % d’un systeme du premier ordre est égal a 37.
On reléve sur la courbe : trsq, = 1,8s, on en déduit : 7 = 0,6 s.

Pour contréler le modele envisagé, on vérifie qu’a I'instant # = 7 le systeme a atteint 63% de sa valeur finale.
Ici, on peut vérifier que s(7) ~ 12,6.

En conclusion, on peut convenir que le modele proposé convient pour le systeme testé.

10

H(p)= ———
P)=1T06p

Remarque : Pour valider le modele de comportement établi, il faudrait réaliser un essai avec un autre type de
signal en entrée, par exemple un signal sinusoidal.

Essai moteur

1. D’apres la pente a 1’origine et vu I’absence d’oscillation, on peut opter pour un modele d’ordre 1, soit

Fi(p) = T+p

2. En régime permanent, le taux de rotation du moteur tend vers 84 rad.s~'. Le moteur est alimenté avec un
échelon de 12 Volts, on a donc comme gain statique

K =7rads™'V~!

Le temps de réponse a 5% est d’environ 100 millisecondes. Pour un systeme d’ordre 1, le temps de réponse est
égal a trois fois la constante de temps. On obtient alors pour le moteur testé

T~ 3310 s

Cela permet de proposer le modele de représentation suivant

M)~ ———
P~ 133107,

Pour un systeme d’ordre 1, a I'instant # = 7, la sortie est égale a 63 % de la valeur finale. Cette propriété est
approximativement vérifiée sur la courbe de réponse du moteur.
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Pour valider le modele obtenu, on superpose le modele de comportement a la courbe expérimentale.

90

80

70

60

50

40

(rad/s)

30

20

10

0 100 200 300 400 500 600
t (ms)

On peut considérer que le modele déterminé est satisfaisant.

3. Comme il n’y a pas de dépassement, on choisit dans ce cas un modele d’ordre 2 apériodique ; le coefficient
d’amortissement est supérieur a 1.

4. La fonction de transfert d’un ordre 2 apériodique s’exprime comme le produit de deux modeles d’ordre 1
K

B(p)=—
= e i )

Si I’entrée est un échelon unitaire, on a comme expression pour 2 (p) dans le domaine symbolique

K 1

Q - -
V) =i +on s

Apres décomposition en éléments simples et par transformation inverse, on obtient

1 _L _ L
a)(t) =K (1 + (‘[le U —1Te 2 ))
W = U

_t . _L < . . .
5. Si la contribution de Tje T est négligeable devant celle de T,e 2, ¢’est-a-dire si 1) est petit devant 1, alors
la réponse indicielle peut étre approchée par

t

o)y~K|l—e 2

Cette derniere expression est la réponse indicielle d’un systeme d’ordre 1, de gain K et de constante de temps
e

En conclusion, dans une étude temporelle, un systeme d’ordre 2 peut étre approximé par un systeme d’ordre 1
s’il est apériodique et si I’une de ses constantes de temps est négligeable devant 1’autre.

K
A+up(+np) (+np)

H(p) = sity €

Remarque : La courbe de réponse fournie a été tracée a partir d’une acquisition réalisée a environ 80 Hz, donc
tout évenement survenant dans les 10 premieres millisecondes ne peut pas étre relevé. La deuxieéme constante
de temps est alors plus petite que 10 ms. Si on prend comme constante de temps négligée 7, = 5 ms, on peut
tracer les deux courbes suivantes
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L’ approximation semble raisonnable.
Essai indiciel

1. Compte tenu du dépassement constaté, il est nécessaire d’envisager un modele d’ordre 2 au minimum.

2. Si on retient un modele d’ordre 2 simple, alors on pose

Fp)=——F——
2% p
14+ —p+ )
(Oh) (OF
3. Le dépassement relatif a pour expression
7§

Dye =¢ 142

On reléve sur la courbe proposée un dépassement absolu de 2,5. Comme la valeur finale vaut 10, on a un dé-
passement relatif de 0,25. On trouve alors
£~ 0.4

L’instant du premier dépassement est égale a la demi pseudopériode, soit

14
Comme on a un temps de pic d’environ 3,5 secondes, on trouve
wo ~ 0,98 rad.s™"

L’amplitude de I’échelon est de 10, la valeur finale est de 10 donc le gain statique K vaut 1 car en régime per-

manent la réponse tend vers K Ej.
K=1

Finalement, on propose comme modele de représentation pour le systeme bouclé

1
1+0,81p + 1,04p2

F(p) ~

4. Si on note
L+bip+--+bepk
p*d+ap+---+anp")

H(p) =K
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alors on obtient pour F(p) la fonction de transfert en boucle fermée

KAKc(1+bip+ -+ b ph
KAKc(l+bip+---+bep*) + p*(0 +aip + -+ anp")

F(p) =

qu’on peut encore écrire

KAKc(1+bip+---+bph)

F =
) KAKc + p®+ KAKc(bip+ -+ + b pb) + pe(arp + - - + an p™)

Pour avoir un gain statique de 1, il faut « # 0.
Pour avoir une fonction de transfert d’ordre 2, ona:a +1 =2 etk < 2.

On peut proposer comme forme générale

1+b1p+bzp2)

H =K
w ( p(l +ap)

5. Si on admet que H (p) n’a pas de zéro, alors

H =K———
) p(l+aip)

La fonction de transfert en boucle fermée s’écrit alors

KAKc
F(p) = 5
KAKc +p+ap
ou encore
1
F(p) = 1 @
1+ p?

kake? T Kake

Par identification avec la forme générique d’un ordre 2, on trouve

% 1

= 1
wy KAKc )
1__a @
w;  KAKc
Ce qui permet d’écrire
wo 1

K = e
26AKC 2w,

A partir des valeurs trouvées, on a

K ~ 1,225 a ~ 1,275

En conclusion, on propose

1,225

Hp) = 1275

6. Le systeme d’ordre 2 le plus rapide est obtenu lorsque le coefficient d’amortissement vaut 0,69. D’apres les
relations (1) et (2), on a

§

soit K¢ =

1 1
" 2JaiKAK¢ 4a, K AE2
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Pour obtenir le temps de réponse le plus faible possible, il faut donc

Kc ~ 1,68

KAKc
a

a .
trsq, ~ 3 oL soit trsq, ~ 5,3
KAKc

On peut vérifier ce résultat sur la courbe ci-dessous.

Par ailleurs, lorsque £ = 0,69 on a trsqwy ~ 3. Comme wy = , on en déduit

On diminue le gain de boucle pour avoir un syst¢me moins oscillant.

12

10

\\\

t(s)

7. La fonction de transfert en boucle ouverte s’écrit

KAKc
BO(p) = ———
p(1+aip)
Si on réalise un essai indiciel, alors
KAKc 1
R(p) = ——————
p(l+aip) p

ou encore, en décomposant en éléments simples

Rp=24+54 D
P T T itap

Par transformation inverse de Laplace, on obtient
_L
r(t) =B+ Ct+ De @

Le signal r de sortie du capteur n’est donc pas borné. L’essai en boucle ouverte peut étre délicat a mettre en
ceuvre.

Essais harmoniques

1. On détermine la pulsation, le gain en décibel et la phase en degré pour chaque essai, en utilisant comme
relations :

e Pulsation : w = 2t f

. So
e Gain : G4p = 20 log T
0
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* Phase : ¢(w) = —wT avec T le déphasage temporel.

Pulsation Gain Phase Pulsation Gain Phase
rad.s™! dB degré rad.s™! dB degré
1,25 9,5 -1,1 69,1 4,9 -56,1

5 9.4 -5,2 94,3 24 -63
9.4 9,4 -10,9 2827 -6,3 -77.3
37,7 7,6 -41,3 502,7 -9,9 -85,9
50,3 6,4 -45,8 1005,3 -15,9 -85,9

2. A partir des valeurs calculées, on trace les diagrammes de Bode de la figure 5.17.
G(dB)
10

10! 102 103

101 102 103
w(rd/s)

Figure 5.17 — Report des points mesurés
3. La phase variant de 0° a —90°, on peut envisager un modele d’ordre 1. Par ailleurs, la courbe de gain ayant

une pente nulle pour les basses pulsations et une pente qu’on peut poser a —20 dB/dec pour les pulsations éle-
vées comme montré sur la figure 5.18, cela conforte le choix effectué.

H(p) = T+p

Détermination des caractéristiques :

» Concernant le gain statique, on sait que

lim G4p(w) = 20 log K
w—>0
On releve une valeur de 9,5 dB pour les basses pulsations. On a donc
9.5
K =10720, soit K ~ 3
* Pour la pulsation de coupure a 3 dB, la phase vaut —45°. On trouve sur la courbe de phase

wsgp ~ 50 rad.s™!
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On vérifie sur la courbe de gain que : G4p(w3gp) = 20 logK — 3. Comme w3yp = % alors on trouve

T ~0,02s
G(dB)
10 == 5 TN
0
-10
M
—20
10° 10! 102 103
w(rdls)

Figure 5.18 - Essai de tracé asymptotique en gain

Finalement, on propose

On cherche a valider le modele en superposant le tracé réel et les relevés expérimentaux sur la figure 5.19.

G(dB)
o et L 1L

—75 ‘ g

10° 10t 102 103
w(rdls)

Figure 5.19 - Superposition du modeéle et des points expérimentaux

Le modele établi est valide sur la bande de pulsation 0,1 ; 1000].

Comme on n’a aucune information pour des pulsations supérieures 2 1 000 rad.s ™", on ne peut exclure, par exemple,
I’existence d’une constante de temps tres petite.

Transmission

1. La sollicitation est un échelon, la réponse ne présente pas de dépassement et la pente a 1’origine n’est pas
nulle. On propose en conséquence un modele d’ordre 1

) =137,
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Sur la courbe de réponse fournie, on lit un temps de réponse de 1,5 s. Le temps de réponse d’un systeme d’ordre
1 est égal a 3T, donc on trouve 7 = 0,5 s. En régime permanent, on atteint la valeur de 180 rad.s . Comme
I’échelon d’entrée a une amplitude de 12 Volts, on trouve K = 15. Finalement, on propose

15

H = —
P)= 17055

2.0naw(t) = dfi(ll) , donc dans le domaine symbolique, on obtient : Q2 (p) = p®(p) si on suppose les condi-
tions initiales nulles et on propose

1
I(p)=—
p
3. On raisonne sur le schéma suivant :
Uc(p) U(p) Qp) Op (
= K, K L
¢ 1+Tp P

’ C

A partir des résultats de 1’algébre des schémas, on écrit

oM _ KKc
Uc(p) CKKc+ p(1+Tp)

ou encore, sous forme canonique
O(p) 1

Uc(p) P T
c(1 2
( + ckke T ckkc”)

Le gain statique, noté Kpr, s’écrit : Kpr = %

Application numérique :
Kpr =0,5V.rad™!

4. Un systeme d’ordre 2 a pour valeur finale K E si Ey est I’amplitude de I’échelon d’entrée et K le gain sta-
tique. Ici, K = 0,5 et Ey = 2 donc la valeur finale doit étre égale a 1 et on releve bien une valeur de 1 radian
en régime permanent pour 1’angle 6.

5. Le cahier des charges impose une réponse indicielle sans dépassement. Le coefficient d’amortissement doit

&tre supérieur ou égal a 1 pour avoir un ordre 2 apériodique.

La forme canonique de la fonction de transfert d’un ordre 2 étant la suivante

K
2 2
1+—§p+p—2
(O) wy

on a par identification

[CKK¢ oy 1
wy = =
0 T 2JCKKcT

Vouloir § > 1 implique 5 > 1. Finalement, on obtient

1
JCKKcT

1
Ke <
€S 4CKT
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Application numérique :

6. Avec la valeur limite de K¢, on a un modele d’ordre 2 apériodique critique, avec £ = 1. On lit sur I’abaque
proposé
trsqwy ~ 5

Comme wy = / % avec K¢ = ﬁ, alors trsq, ~ 10T.

Application numérique :
trsq, ~ 5s

Le temps de réponse obtenu est beaucoup trop €levé, il faut envisager un autre type de correcteur qui permette
d’améliorer la rapidité tout en gardant la contrainte du non dépassement.

Recherche ordre 2
1. Tout d’abord, on écrit H (p) sous forme canonique

1
2(140,32p +0,16p%)

H(p) =

On peut alors déterminer les caractéristiques de ce systeme d’ordre 2.

e gain statique : K = 0,5

e pulsation propre non amortie : @y = soit wy = 2,5 rad.s™!

0,16
0,32
2

Comme K = 0,5 et comme 1’échelon est d’amplitude 2, alors la valeur finale de la réponse est 1. L ensemble
des courbes convient.

e coefficient d’amortissement : & = x 2,5 soit & = 0,4.

Comme on a un deuxiéme ordre pseudopériodique car & < 1, alors on élimine la courbe 1.
On peut déterminer le temps de pic ou instant du premier maximum :
o b4
(Y=
On a donc ici 7y;c ~ 1,37s. On élimine les courbes 4 et 5.
Enfin, le dépassement relatif est défini par
i

Dyoy =€ V 1-§2

On calcule D,.; ~ 0,25. On enléve la courbe 2 et ne reste que la courbe 3. On vérifie qu’elle remplit bien les
trois conditions.

Identification
1. 11 faut d’abord trouver 1’expression de la fonction de transfert en boucle ouverte B(p), ce qui se fait par lec-
ture du schéma-bloc
1+4p 40
X
4p 1+42p+0,8p?

B(p) =20 x

11 faut savoir si le systeme d’ordre 2 qui apparait dans B(p) est apériodique ou pseudopériodique. On cherche
donc la valeur du coefficient d’amortissement £ de H (p). On trouve § ~ 2,3. Comme I’ordre 2 est apériodique,
on peut factoriser H(p). On a ainsi
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40
(1+4p)(1+0,2p)

H(p) =

On peut remarquer que le correcteur compense la constante de temps la plus grande et on obtient finalement

200

B = S ix02m)

Recherche du diagramme :

* Comme B(p) est composée d’un intégrateur et d’un systeéme d’ordre 1, la phase varie de —90° a —180°. On
peut exclure le diagramme 4 dont la phase descend en dessous de —180°.

* La pulsation de coupure de I’ordre 1 est : w3y =5 rad.s~!. Comme B(p) est composée également d’un in-
tégrateur, alors la phase pour la pulsation 5 rad.s™! vaut —135°. On élimine le diagramme 2.

* Les courbes de phase des diagrammes 1 et 3 sont identiques. Les courbes de gain de ces diagrammes ont méme
allure. On calcule la valeur du gain lorsque la pulsation vaut Irad.s™!.

Gap(1) = 20 10g(200) — 20 log +/1 + 0.22, soit
Gyp(1) =~ 46dB

On trouve

On retient donc en définitive le diagramme 3.

Réponse sinusoidale

1. La pulsation du signal d’entrée est de 0,5rad.s~". On reléve sur le Bode

G4p(0,5) ~ 0dB

Par définition, G4p(w) = 20 log (%) ou S et Ey représentent respectivement I’amplitude du signal de sor-
tie et I’amplitude du signal d’entrée. On peut alors conclure que pour une pulsation de 0,5rad.s™!, il n’y a pas
d’atténuation de I’amplitude du signal de sortie. En effet, z—‘; est quasiment égal a 1. Ce résultat est logique car
la pulsation du signal d’entrée est tres inférieure a la pulsation de coupure a —3dB, notée ws4p.

2. ’évolution du signal d’entrée, e(t) = 10 sin () + 2 sin (30¢), est représentée sur la courbe ci-dessous :

15

10

—10

—15

On décompose le signal d’entrée en deux signaux :
e ¢;(t) = 10 sin () de pulsation @; = 1rad.s™!

e ¢5(t) = 2 sin (30¢) de pulsation @, = 30rad.s™".

Le systeme étant linéaire, la sortie est obtenue par superposition de 1’effet des deux signaux d’entrée.
A partir du diagramme de Bode, on peut réaliser une approche qualitative :

* Pour le signal ey, la sortie s; aura une amplitude comparable a celle du signal d’entrée en tenant un raisonne-
ment analogue a celui conduit a la question précédente
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S 10
¢ Pour le signal e, onreleéve : Gyp(w,) & —10dB. On a alors : 20 ~ 10~ donc So ~ 0,3E. Atténuation pré-
0

visible puisque w; > @34B.
Qualitativement, on peut affirmer que le signal e, est filtré.

La détermination plus précise du signal de sortie se fait en utilisant les expressions analytique du gain et de la
phase.

A partir de I’expression de la fonction de transfert harmonique : H (jw) = on calcule :

1
140, 1(w)’

e le gain: Gyp(w) =20 log |H(jw)|, d’ ol ici
Gag (@) = —20 log (,/1 n (O,la))2>

e la phase : ¢(w) = arg(H (jw)), soit ici
p(w) = arg(l) —arg(1 +0,1(iw))

ce qui donne : ¢(w) = — arctan(0, lw) car le complexe 1 + 0,1(iw) a un argument compris entre O et %
On calcule alors I’amplitude et le déphasage des deux signaux de sorties et on trouve :
ePourw = 1,0na: Gygp(l) = —201log (v/T+0,12) et p(1) = — arctan(0,1)
Gap(l) = —0,04dB et (1) ~ —0,1rad

* Pour w = 30, 0ona: Ggp(30) = —20 log (/1 + (0,1 x 30)?) et ¢(30) = — arctan(3)
G4p(30) ~ —10dB et ¢(30) ~ —1,25rad

D’ou les expressions numériques des deux signaux de sortie

0,04
s1(t) ~ 10 x 10730 sin (1 — 0,1)

52(t) ~ 2 x 10~ sin (30¢ — 1,25)
En conclusion :
s(t) ~ 9,95 sin (¢ — 0,1) + 0.6 sin (30¢ — 1,25)

L’évolution de s(¢) est décrite ci-dessous :

15

10

—15

Le signal e, est visiblement filtré comme prévu.
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Bode ordre 1

1. Pour trouver la forme de la fonction de transfert harmonique, il suffit de remplacer p par jow dans I’expres-
sionde H(p). D’ou :

HU =

2.Siwt K 1,alors H(jw) ~ K, lapartie imaginaire du dénominateur devient négligeable devant sa partie réelle.

K
Siwt > 1, alors H(jw) ~ ——, la partie réelle du dénominateur devient négligeable devant sa partie imagi-
jot

naire.

3. Comme G4p(w) =20 log |H(jw)| et o(w) = arg(H (jw)) , on obtient le tableau suivant :

w we = %
Ha(joo) K i
Gyg, () 20 log K 20 log K — 20 log (w7)
() 0° —90°

4. Pour w € ]0; w.], la courbe de gain est approchée par une demi-droite de pente nulle et d’ordonnée 20 log K.

Pour w € [w.; +00[, la courbe de gain est approchée par une demi-droite de pente —20 dB par décade puisque
le tracé s’effectue sur une échelle semilogarithmique.

G (dB)
20

20log K

D€
0

POdIB /déc

—-20

0 () w(rad/s)

—45

-90

1071 100 10* 102 103
w(rad/s)

1
Le diagramme asymptotique de phase peut étre complété par la valeur de la phase calculée pour w. = T
P(e) = —45°.
5. Par définition :
e expression du gain G,p(w) = 20 log |H (jw)|

Gap (@) =20 log K — 20 log (,/1 T (m)Z)
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e expression de la phase ¢(w) = arg(H (jw)), sachant que le complexe 1+ jwtr a un argument compris
entre 0 et 7-

¢(w) = — arctan(wr)
6. On complete le tableau de valeurs
1 1 1 1 2 4 16
) — | = — - z = -
16t 4t 2t T T T T
lp(w) — @u(w)| 35 14 26,5 45 26,5 14 35
Gap(w) — Ggp, (w) ~ 0dB ~ —1dB ~ —3dB ~ —1dB ~ (0dB

7. Le diagramme asymptotique de gain donne une représentation tout a fait valide du diagramme de gain puisque
I’erreur maximale est de 3 dB pour la pulsation @, = %

A noter que la courbe de gain réelle reste constamment sous le tracé asymptotique.

Le diagramme asymptotique de phase est tres éloigné du diagramme réel. On peut cependant le compléter afin

d’obtenir I’allure du diagramme réel. La tangente au point (w.,—45 °) coupe I’asymptote 0° a w ~ 1/5T et par
symétrie, coupe 1’asymptote a —90°aw ~ 5/T.

G (dB)
20
0
—20
—40
1071 10° 10! 102 103
S w(rad/s)
©(°)
0 _\“\\
—45
—90 P
10~! 10° 10" 102 10°
w(rad/s)

Bode ordre 2 apériodique

1. On rappelle la forme générique d’une fonction de transfert d’un systeme d’ordre 2 :

K
H(P)ZTPQ
1+—p+—2
[Oh) wy

Par identification, on détermine le gain statique K = 40, la pulsation propre wy ~ 3,5rad.s~! et le coefficient
d’amortissement & ~ 3,6.

2. Les pdles de la fonction de transfert sont les racines du dénominateur. On trouve : p; = —0,5 et p, = —25.
La fonction de transfert H (p) s’écrit alors
1 1
X
14+2p 1+0,04p

avec 7y =2sett, =0,04s

3. Le systeme étudié est décrit par la mise en cascade de deux systemes d’ordre 1, le tracé du diagramme asymp-
totique s’obtient en ajoutant les tracés correspondant aux deux systemes d’ordre 1.
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On trace tout d’abord les deux diagrammes de gain des systemes d’ordre 1.

G(dB)

1 A AL Ml

—20 : A

N
—40 ‘ H|
102 1071 10° 10t 102 103
w(rad/s)

Puis on somme les deux graphiques :

G(dB)

1 11| DA |
. I SRR

—20 : HH

—40

-90

—135

—180 I I A1
102 101 10° 10! 102 103
w(rad/s)

4. On a un systeme apériodique car & > 1, on écrit alors : H(p) =

K .
(Fap)(FTp) SOIL:

K
1+ (T + To)p + T T> p?

H(p) =

En rapprochant cette écriture de la forme canonique H (p) = % on trouve :
oyt
0
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On a donc :

1 1 1
log (wp) = 5 (log (1’_1) + log <t

Comme on a une échelle logarithmique sur I’axe des abscisses, wy est bien le milieu du segment [Til, %]

5. Pour tous les systemes d’ordre 2, on a a la cassure

Gap(wp) =20 log K — 20 log (2£) et p(wy) = —90°

Ici, on a donc comme gain G4p(wp) ~ 14,9 dB.

G(dB)

)

40
|

0

20

—-20

—40

—60

1072

-90

—135

—180

102

Bode ordre 2

1. Pour trouver la forme de la fonction de transfert harmonique, il suffit de remplacer p par jo dans 1’expres-

sion de H(p).

1071

10°

H(jw) =

10!
w(rad/s)

K
2

[l = = A7

w
(OF (Oh)

2. A partir de I’expression précédente, on a immédiatement

_ K
H(jwo) = =

2iE

103
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Par définition de la phase et du gain
@(w) = arg(H (jo) et Ggp(w) =20 log |H(jw)|
On a alors pour la phase ¢(wo) = — arg(2i&), d’ou
@(wo) = —90°
Et concernant le gain,
Gap(wy) =20 1log K — 20 log (2§)

Ces deux résultats sont valables pour tous les systemes d’ordre 2.

3. Lorsque w < wy, rechercher H,(jw) revient a chercher la limite de H (jw) lorsque w tend vers 0. On a donc
H,(jow) = limOH(ja)). D’ou: H,(jw) =~ K.
w—>

Lorsque w > wy, la partie réelle du dénominateur tend vers — % et la partie imaginaire devient négligeable de-
0

_ 2
vant la partie réelle. On a donc : H,(jw) = wzw e
4. On complete alors le tableau demandé
w wo
. —K u)g
Hy(jw) K )
Gas, (@) 20 log K 20 log K — 40 log <3>
@Wo
¥aq(w) 0° —180°

5.Pour w € ]0; ay], la courbe de gain est approchée par une demi-droite de pente nulle et d’ordonnée 20 log K.
Pour @ € [wy; +00[, la courbe de gain est approchée par une demi-droite de pente —40 dB par décade puisque
le tracé s’effectue sur une échelle semilogarithmique.

G(dB)

o M

20

0 | < i

—20 HH

—40

—60 i HT

0 | i

102 10~1 100 10" 102 108

‘P(O) 0 [ T TTTTIIT T TTTTIIT 1T

-30

—60

102 1071 100 10t 102 103
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6. Par définition du gain en décibel, on a

a)z 2 w
Gap(w) = 20 log K — 20 log (1——2) +4825
,

et par définition de la phase

? LW
plw) =—arg|l — — +2j6§—
wy (OX)

2
Pour w € ]0; wy], le complexe 1 — i—é +2j& w% a un argument compris entre 0 et % donc

¢(w) = — arctan 5

. o’ ) - bid P .
Pour w € [wy; +00[, le complexe 1 — pr +2j& g & Un argument compris entre 3 et 77. On écrit alors :

.
¢(w) = — arctan 2| -
o
7. Le phénomeéne de résonance apparait lorsque & < —=. C’est le cas ici, avec & = 0,5, et on définit la pulsa-
p pp q 5 p

tion de résonance wg par
wr = woy/ (1 —287)

Application numérique : wg &~ 2,8rad.s™!.

8. Si le phénomene de résonance existe, alors la courbe de gain présente un maximum atteint pour la pulsation
de résonance. Le facteur de surtension établit le rapport entre le module a la résonance et le module aux basses
pulsations, et on le note
_ (sl
" lim [H(jo)|
w—0
Pour un systéme d’ordre 2, on trouve

1

R T s =)

De I’expression du facteur de surtension, on déduit

Gap(@r) — lim Gap(@) = 20log g

Ou encore

Gap(wr) = —20 log (2&/(1 — £2)) + 20 log K

Application numérique : Ggp(wgr) ~ 28 dB.

9. Position par rapport a I’asymptote basses pulsations : w € ]0; wy]
af

On pose : X = — avec X €]0; 1].
@y

Si on suppose que la courbe de gain est au-dessus de 1’asymptote alors :
Gip(w) —201log K >0

On a donc

20 log (,/(1 —X)? +4§’2X) <0
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On doit résoudre alors :
(1—X)>+462X <1

ou encore

X222 -1)+X) <0

Comme X > 0, la condition se simplifie en 2122 — 1)+ X < 0,donc X < 2(1 — 2&?).

Comme X €]0; 1], il ne reste a résoudre que I’inégalité suivante
2(1 —28%) > 1

On trouve ainsi une condition sur & pour que la courbe de gain soit constamment au-dessus de 1’asymptote basses
pulsations
£ <0,5

On montre de la méme maniere que la courbe de gain reste constamment au-dessus de I’asymptote hautes pul-
sations si § < 0,5 également.

Un systeme résonant n’est donc pas constamment au-dessus des asymptotes si & € [0,5; 2/ 2[.

10. A partir des résultats établis précédemment, on trace I’allure du diagramme réel de gain constamment au-
dessus du tracé asymptotique, apres avoir positionné le point de résonance.

G(dB)
30

25

20

15

10

0
10~ 10° 10t
w (rad/s)

Bode ordre 3

1. La fonction de transfert proposée peut se mettre sous la forme générique suivante

K

2 2
p(1+_§p+P_2>

wq Wy

Par identification, il s’agit d’un systeéme d’ordre 3 et de classe 1, et on détermine :

H(p) =

* le gain statique K = 10 ;
» la pulsation propre wy = 1rad.s™! ;
e le coefficient d’amortissement & = 0,3.

2. On écrit la fonction de transfert harmonique en remplacant p par jw dans H(p)

o) 10 1
- X —
= l—?+0,6jo jo
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Pour tracer les diagrammes de Bode, on procede par superposition :

¢ on trace les diagrammes de Bode de H;(jw) = m R

e on trace ceux de H(jw) = %w ;

* les diagrammes attendus sont obtenus par addition des diagrammes de ces deux fonctions H, (jw) et H,(jw).

La fonction de transfert H, (jw) est d’ordre 2, le diagramme asymptotique de gain est connu :
¢ une droite de pente nulle et d’ordonnée 20 log K = 20 dB pour w €]0; wo] ;

e une droite de pente —40 dB/décade pour w € [wy; +00[ .

Quant au diagramme asymptotique pour la phase :

e une horizontal a 0° pour w €]0; wo] ;

e une valeur particuliere de —90° pour v = wy ;

* une horizontale a —180° pour @ € [wy; +00] .

La fonction H,(jw) est celle d’un intégrateur. On a

Gap(@) = —20 log (@) et p(w) = —90°
On obtient les tracés suivants pour le diagramme de gain :

s

20 dB/décade

i
20 ‘ } 20log K = 20

—20

:
o

_ NN [N
6010*2 10~! o =1 10* 10%
w(rad/s)

En additionnant les diagrammes de H;(jw) et H>(jw), on obtient

G(dB)
60 T T 1T

| 20 dB /décade

40

~

20 trt

0 N
—-20 ™

—40 N 60 dB/décad

—60 A

—80

—100 =
102 10~* } 10t 102

wp =1
?(°) w(rad/s)
=90

—135

—180

—225

—270
1072 107t 10° 10* 102
w(rad/s)
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3. Pour tracer le diagramme réel de gain, il faut déterminer la valeur de la pulsation de résonance du systeme
d’ordre 2. Par définition, on a

wR = wpy/1 — 282

ce qui donne dans ce cas wg ~ 0,9 rad.s~!.
On calcule alors la valeur du gain pour cette pulsation :
Gap(wgr) =201og |H,(iwg)| + 20 log |Hy(iwg)|
soit
Gag(wgr) = 20 log K — 20 log (25,/(1 - 52)) — 20 log (wR)

On obtient :
Gap(wg) ~ 25, Trad.s™"

G(dB)
60 T T T T T[]
[Tl

20 dB/décade

40

ey

9 N,
0 TN
WR \\

—20 N

—40

60 dB/décade

—60 N
—80 N

—100

10~2 10-! ) 10" 10%
®(°)
—90 —

—135 N

—180

—225 A

—270
Q=2 107! 10° 10! 10%
w(rad/s)

Lieux de transfert

1 Premier systeme
500

(1 +80p)(100 + 400p + 111p?)

Hi(p) =

1. Le systeme étudié est d’ordre 3 et de classe 0. La fonction de transfert proposée peut se mettre sous la forme
générique suivante
K

2 2
(1+tp) <1+—Sp+p—2>
wo wy

Hi(p) =

soit ici, en déterminant par identification wy &~ 0,95rad.s™! et £ ~ 1,9.

5

H(p) =
(14 80p)(1 +3,7p)(1+0,3p)

Toujours par identification, on détermine le gain statique K = 5.
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2. Sur le diagramme asymptotique de gain, la pente de I’asymptote basses pulsations est nulle car le systeme
est de classe 0. Le systeme étant d’ordre 3, 1’asymptote hautes pulsations a une pente de —60 dB/décade.

3. Un raisonnement du méme type conduit a affirmer que la phase est nulle pour les pulsations basses et vaut
—270° pour les pulsations élevées.

4. On écrit la fonction de transfert harmonique en remplacant p par jow dans H(p)

1 1

H (jo) = — X — X -
1+80jwo 1+3,7jo 1+40,3jw
—_———— —,——,—,—,— . —,.,

Fi(p) Fa(p) F3(p)

Pour tracer les diagrammes deBode, on procede par superposition, apres avoir tracé les diagrammes des fonc-
tions F;(p).

G(dB)
20

0 [ N Iy

5

| 1+ 80jw mY
—20 H

™~

—40 S
L 1L ILIll
103 102 101 10° 10!

M

En additionnant les diagrammes de F;(jw), F>(jw) et F3(jw), on obtient, en notant les pentes —20 dB/dé-
cade, —40 dB/décade et —60 dB/décade respectivement (—1), (=2) et (—3).

G(dB)
20 T

103 102 107! 10° 10t

—135

—180

—225

—270
10-3 1072 10~1 10° 10*
w(rad/s)
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5. Le diagramme réel de gain suit les asymptotes en étant constamment en dessous de ces asymptotes. Le dia-
gramme de phase est donné pour mémoire.

G(dB)
20 T IIIm ]

—20

—40

—60

—80 REs
H\l

1073 102 107! 10° 10!
w(rad/s)

0 I

—135

—180

—225

—270 LI
1073 1072 107! 10° 10*
w(rad/s)

2 Deuxiéme systeme

2p*+21p +10
2
50p (1 +0,01p + (%) )

1. Le systeme étudié est de classe 1. La fonction de transfert proposée peut se mettre sous la forme générique
suivante

H(p) =

2
Kk \tar+s
Hpy = K
D
PGt
soit ici
0,2 14+2,1p+0,2p
Hy(p) = — % T
p (140,01p + 1234107 p?)

Par identification, on détermine le gain statique K = 0,2.

2. Le systeme est d’ordre 3 et le numérateur est un polynome de degré 2 alors 1’asymptote hautes pulsations
aura une pente de —20 dB/décade sur le diagramme asymptotique de gain. L’asymptote basses pulsations a une
pente de —20 dB/décade car on a un systéme de classe 1.

3. Un raisonnement du méme type conduit a affirmer que la phase vaut —90 ° pour des pulsations basses et —90°
pour des pulsations élevées.
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4. On écrit la fonction de transfert harmonique en remplacant p par jo dans H(p)

0.2 1
H(jo) = : 1-020" +2,1i —
(o) = T 12331072 3 0.01iw) < @ +2,liw)x oo
——

Fi(p) Fa(p) F>(p)

Pour tracer les diagrammes de Bode, on procede par superposition :

« lafonction F (jw) est une fonction de transfert d’ordre 2 avec wy = 90rad.s™' et = 0,45. Comme & < V2,
on a un systeme d’ordre 2 résonant dont le diagramme asymptotique est connu ;
ela fonction F>(jw) est I’inverse d’une fonction d’ordre 2. Comme log (%) = — log x et comme

arg (%) = —arg(x), alors le diagramme asymptotique de F;(jw) est le diagramme symétrique par rapport a
I’axe des abscisses, de celui d’une fonction G,(jw) définie par

1

G(i) ———
20 = T2 v 21w

cette fonction de transfert G, (jw) est d’ordre 2 avec wy &~ 2,24 rad.s™!

2 apériodique qui s’écrit comme produit de deux modeles d’ordre 1.
1 1
X
14+2jo 14+0,1jw

eté = 2,35.On aun systeme d’ordre

Gr(jw) =

On en conclut alors que le diagramme asymptotique de gain de /> (j®) commence par une demi droite de pente
nulle pour @ €]0; 0,5] et d’ordonnée nulle car le gain statique de F>(jw) vaut 1. Ensuite, il se poursuit par un
segment de pente +-20 dB/décade pour w € [0,5; 10] et se termine par une demi droite de pente +40 dB/décade
pour w € [10; 4+-o0].

* la fonction F3(jw) représente un intégrateur.

Gap(w) = —20 log (w) et p(w) = —90°

On obtient les tracés suivants pour le diagramme de gain de Fi(jw), F>(jw) et F3(jw)

G(dB)
60 ‘ ‘ i
\

40

20

O i

P I 1

RRE P N

—60 ‘
102 107t 10° 103
w(rad/s)

En additionnant les diagrammes de F(jw), F>(jw) et F53(jw), on obtient



10~2 107! 10° 103
w(rad/s)

—90
[ LT [ O
—135
3‘)10*2 107! 10° 10! 102 103
w(rad/s)

5. Pour préciser I’allure du diagramme réel de gain, comme le systeme d’ordre 2 est résonant, on calcule le gain
pour la pulsation de résonance. On trouve : Ggp(wgr) ~ 11 dB.

G(dB)
30 |
25
20 —
15
10 il

! il ]|
-10 ‘
|

1072 1071 10° 10t 102 10?
w(rad/s)
Pour le diagramme de phase, il faut calculer la valeur de la phase pour quelques pulsations afin de pouvoir com-
pléter le diagramme asymptotique.

993(5")
' R
90 ‘ ‘ U

02 107! 100 10t 1
w(rad/s)

200
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3 Troisieme systéeme
70

H =
P) = 0.8+ HU00p +7)

1. Le systeme étudié est d’ordre 4 et de classe 1. La fonction de transfert proposée peut se mettre sous la forme
générique suivante

H(p) K
p =
2 P’
pl\1+—p+— | +Tp)
[Oh) gy
soit ici
2,5
H(p) =

p(1+0,8p +0,25p%) (1 + @)

Par identification, on détermine le gain statique K = 2,5.

2. Sur le diagramme asymptotique de gain, comme le systeme est d’ordre 4 alors I’asymptote hautes pulsations
aura une pente de —80 dB/décade. L’asymptote basses pulsations a une pente de —20 dB/décade car on a un
systeme de classe 1.

3. Un raisonnement du méme type conduit a affirmer que la phase vaut —90 ° pour des pulsations basses et —360°
pour des pulsations élevées.

4. On écrit la fonction de transfert harmonique en remplacant p par jo dans H(p)

1 1 1
X X —

1 —0,250*+0,8jw 1—|—j@ jo
—_—
Fi(p) F>(p) F3(p)

H(jo) =

Pour tracer les diagrammes de Bode, on procede par superposition :
o la fonction F)(jw) est une fonction de transfert d’ordre 2 avec wy =2rad.s™! et £ =0,8. Comme

1 > &> +/2/2, on a un systtme d’ordre 2 pseudopériodique non résonant dont le diagramme asymptotique
est connu.

* la fonction F,(jw) est une fonction de transfert d’ordre 1 dont le diagramme asymptotique est connu.

* la fonction F3(jw) représente un intégrateur.
Gyp(w) = =20 log (w) et p(w) = —90°
On obtient les tracés suivants pour le diagramme de gain de F(jw), F>(jw) et F3(jw)

G(dB)
60

40 i

20 i

(UL

40 L | |

I | | |
—60 H;(jw) ‘ ‘ L
LI | i
1073 10~2 101 100 101 102
w(rad/s)
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En additionnant les diagrammes de F(jw), F>(jw) et F53(jw), on obtient

G(dB)
60 (T

40 w

20

I N
0 ‘ ‘H

—20

—40 | |

| s

1073 (2 107! 10° 10! 10?
w(rad/s)

5. Comme le systeme d’ordre 2 n’est pas résonnant, le diagramme réel de gain est constamment en dessous des
asymptotes.

Pour le diagramme de phase, il faut calculer la valeur de la phase pour quelques pulsations afin de pouvoir com-
pléter le diagramme asymptotique.

G(dB)
mniting

40

20

0

—20

1073 1072 10~1 10° 10t 102
w(rad/s)

—-315 } I
—360
1

(O 1072 10-1 10° 10* 102
w(rad/s)
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Performances

des systemes asservis

Bl Plan MR Theéemes abordés dans les exervcices

Les méthodes a retenir 203 * justifier la stabilité d'un systéme
Enoncés des exercices 205 e déterminer graphiquement et analytiquement des marges de stabilité
Du mal 3 démarrer ? 228 ¢ lire un diagramme de Black

_ e caractériser la précision d'un systeme
Corrigés 230 P Y

e déterminer les caractéristiques d'un correcteur

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exewvcices

e lieux de transfert : diagrammes de Bode
* lieux de transfert : diagrammes de Black
° stabilité

° marges de stabilité

e précision

° correction

e | es méthodes a retenir

* S’appuyer sur la définition de la stabilité.

== Exercice 6.1
* Utiliser le critere de Routh.
Pour évaluer la stabilité
== Exercices 6.2, 6.3
e Utiliser le critere du revers sur un diagramme de Black.

= Exercice 6.4
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« Performances des systemes asservis

Pour déterminer et régler
des marges de stabilité
sur un diagramme de Bode

Pour déterminer et régler
des marges de stabilité
sur un diagramme de Black

Pour régler une marge d'amplitude

Pour caractériser la précision

Pour étudier
le comportement d'un correcteur

204

Lire un diagramme de Bode.

Identifier la pulsation de coupure a 0 dB.

Relever la phase correspondante.

Identifier la pulsation critique.

Relever le gain correspondant.

S’appuyer sur la définition des marges de phase et de gain.

Exercices 6.5, 6.6

Lire un diagramme de Black.

Identifier la pulsation de coupure a 0 dB.

Relever la phase correspondante.

Identifier la pulsation critique.

Relever le gain correspondant.

S’appuyer sur la définition des marges de phase et de gain.

Exercices 6.7, 6.8

Lire les courbes isogains dans le plan de Black.

Exercice 6.9

Déterminer 1’expression de 1’écart.
Utiliser le théoréme de la valeur finale.

Exercice 6.10

Relever une erreur sur une courbe de réponse temporelle.

Exercice 6.11
Corréler la classe de la fonction de transfert en boucle ouverte et la
précision en boucle fermée.

Exercices 6.11, 6.12
Déterminer 1’expression de 1’erreur en régulation.

Exercices 6.10, 6.11, 6.12

Tracer un diagramme de Bode.

Exercices 6.15, 6.16, 6.17
Déterminer des extremums d’une courbe de gain.

Exercices 6.15, 6.16
Caractériser les avantages et inconvénients d’une correction.

Exercices 6.15, 6.16, 6.17, 6.18
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Enoncés des exercices

=mmse Fnoncés des exercices

Train pendulaire

La présentation de ce train pendulaire est faite a la page 143.

Om

Bogie Caisse

Ny

Servovalve

Figure 6.1 — Schéma de principe

Le comportement du vérin est modélisé par

dy(t)y Vo do(t)
=2 Z R ——
90 =285 = T 58 s

()
avec

* g : débit (m*.s71)

* y : position de la tige du vérin (m)

* o : pression du fluide (Pa)

* S : section du piston (m?)

* V, : volume du vérin (m?)

* B : module de compressibilité du fluide (Pa™")

Le principe fondamental de la dynamique appliqué a la caisse fournit I’équation sui-
vante
d*o(r)

J
dt?

= RF(t) — CO(t) (2)

avec
* 6 : position angulaire de la caisse (rad)

» I’ : action mécanique appliquée par le vérin sur la caisse (N)

 J : moment d’inertie de la caisse par rapport a 1’axe (M, X) (kg.mz)
e C: raideur (N.m.rad=")

* R : distance M N (m)
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« Performances des systemes asservis

Hypothese :
On se place dans le cadre des petits déplacements, on a alors
y(#) = RO(1)(3)
1. Ecrire les trois équations proposées dans le domaine symbolique.

Afin de simplifier I’écriture, on pose
k= ﬁ et M = ﬁ

2. Compléter le schéma-bloc proposé figure 6.2.

]
L]
QW) k) F) - Alp) V() Y()
%EFEFEF e
]

L

Figure 6.2 — Schéma-bloc a compléter

Y
3. Déterminer la fonction de transfert # Donner son gain statique, sa classe et ses

(p)

poles.

4. Montrer qu’en régime permanent y n’est pas fini. Conclure sur I’instabilité.

Stabilité
Soit un systéme décrit par le schéma-bloc suivant

E(p) Hip) S(p)

On envisage différents systémes :

18
H(p)= —°
L Iy P

k
H(p)=—~
2P = 303001,
) = 151
W=+ U+ p—p)

_15
Hi(p) =

k+ p+6p>+9p?

1. Discuter de la stabilité de ces quatre systémes en fonction de la valeur de k.

: Routh
Soit un systeme décrit par le schéma suivant :
Oc(p) 174 O p)
. K, 26 2 !
¢ 1+—=p+ p—2 P
B [ wo Wy




© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

1. Déterminer la condition que doit vérifier le gain K. du correcteur pour que le syste-

me soit stable.

Limite de stabilité

Soit un systeme décrit par le schéma suivant :

E(p)

Enoncés des exercices

J’_

K¢ H(p)

1000
(100 + p)(1 +410~4p + 106 p2)

avec H(p) =

Le diagramme de Black de H(p) est donné figure 6.3.

G(dB)
T 20
P
/, t 18
¥ 100
/ 16
/ 14
¥ 200
12
/ 400 v
Lo 1000 <= 600 8
P
6
»
/ :
-4
1500 6
/ -8
l -10
-12
-14
I -16
I -18
-20
-300 -280 -260 -240 -220 -200 -180 -160 -140 -120 -100 -80 -60 - 40 -20

Figure 6.3 — Diagramme de Black de H(p)

1. Quelle valeur limite peut-on donner a K¢ pour assurer la stabilité du systeme en

boucle fermée ?

Marges de stabilité 1

Soit un systeme décrit par le schéma suivant :

E(p)
+

K, H(p)
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« Performances des systemes asservis

avec :
7 1 1

H(p) = X X
1+150p 2+p 14+40p

Afin d’assurer une stabilité suffisante, on souhaite avoir une marge de gain minimale
de 15 dB et une marge minimale de phase de 45°.

Le diagramme de Bode de la fonction de transfert en boucle ouverte, notée B(p), avec
le gain du correcteur reglé a 10 est donné figure 6.4.

G(dB)
40

20 N

-20

—40

—60

—80

—100
1074 1073 1072 107! 10° 10!
w(rad/s)

—45

-90

—135

—180 T~

—225

—270

104 1073 1072 1071 10° 10!
w(rad/s)

Figure 6.4 — Diagramme de Bode de B(p) avec K. = 10

1. Déterminer analytiquement les marges de phase et de gain.
2. Vérifier graphiquement ces marges.
3. S’il y a lieu, calculer la valeur que doit prendre K. afin que le systeme satisfasse les

contraintes imposées par le cahier des charges.

' Marges de stabilité 2
Soit un systeme décrit par le schéma suivant :

E(p) S(p)
i K. H(p)
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Enoncés des exercices

Le diagramme de Bode de la fonction de transfert en boucle ouverte, notée B(p), avec
le gain du correcteur réglé a 150 est donné figure 6.5.

G(dB)
80

™~

60

40

20

0 S

-20

—40 N

—60

—80

—100 NN

—120
w(rad/s)

©(°)
~90

—135

—-180

—225

—-270
10* 10? 103 10* 10°
w(rad/s)

Figure 6.5 — Diagramme de Bode de B(p) avec K. = 150

1. Relever les marges de gain et phase.

2. On souhaite une marge de phase de 45°. Peut-on obtenir la marge de phase désirée
en modifiant le gain K. du correcteur ?

Marges de stabilité 3

Soit un systeme décrit par le schéma suivant :
+
® Kc H(p)

Le diagramme de Black de la fonction de transfert en boucle ouverte, notée B(p), avec
le gain du correcteur reglé a 10 est donné figure 6.6.
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Figure 6.6 — Diagramme de Black de B(p) avec K¢ = 10

1. Relever les marges de gain et phase.

2. On souhaite une marge de phase d’au moins 45° et une marge de gain d’au moins
12 dB. Peut-on obtenir les marges désirées en modifiant le gain K¢ du correcteur ?

Marges de stabilité 4

Soit un systeme décrit par le schéma suivant :

732+ p)

H =
avec (p) P2(144 + 6,96p + p>) (@ + 0,03p)

Kc =30

Le diagramme de Black de la fonction de transfert en boucle ouverte, notée B(p), est
donné figure 6.7.

1. Relever les marges de gain et phase.

2. On souhaite une marge de phase d’au moins 45° et une marge de gain d’au moins
14 dB. Peut-on obtenir les marges désirées en modifiant le gain K¢ du correcteur ?
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Figure 6.7 — Diagramme de Black de B(p) avec K¢ = 30

Marges d’amplitude
Soit un systeme décrit par le schéma suivant :
E(p) S(p)
+
Kc H(p)
N 12
ou H(p) =

p(1+0,2p+0,01p?)

Le diagramme de Black de la fonction de transfert en boucle ouverte, notée B(p), est
donné figure 6.8.

1. Relever les marges de gain et phase.

2. Relever la surtension du systeme en boucle fermée et donner un ordre de grandeur
de la bande passante a —3 dB.

3. Régler le gain K¢ afin de limiter le facteur de surtension en boucle fermée a 1,3.

4. Vérifier que la valeur de K¢ trouvée permet d’obtenir des valeurs classiques pour les
marges de gain et de phase.

5. Quelle conséquence a le réglage de K¢ sur la bande passante a —3 dB ?
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Figure 6.8 — Diagramme de Black de B(p) avec K¢ =1

Commande de gouverne

Bobine
Gouverne
Verln
actlf

Vérin
passif]|

Fy
Figure 6.9 — Gouverne en position horizontale

Le dispositif étudié régule la position angulaire d’une gouverne de profondeur d’avion.
La rotation de cette gouverne est assurée par le déplacement x de la tige d’un vérin
hydraulique actif commandé par un débit, g. Un vérin passif est chargé de 1’amortisse-
ment du mouvement. Cette mise en position est perturbée par des effets aérodyna-
miques, F. Pour étre dans le cadre des systemes linéaires, on se place autour d’un
point de fonctionnement, celui de la figure 6.9. A partir de 1’équation de débit du vérin
actif et de I’équation obtenue par le théoreme de 1’énergie cinétique appliqué a I’en-
semble gouverne-vérins, on peut tracer le schéma-bloc figure 6.10.
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Fa(p)

gl
h
+ 2B " + 1
Vop p(mp + )

9 -

Figure 6.10 — Schéma-bloc de la commande non asservie
de la position de la tige du vérin

N

ou :

* B : module de compressibilité du fluide
e Vp : volume de la chambre du vérin

* S : section utile du vérin

* m : masse de la tige du vérin

* 1 : parametre d’amortissement visqueux

eh=BC.Y
«H=BMX

1. Déterminer les fonctions de transfert G(p) et W(p) telles que le schéma proposé
puisse se mettre sous la forme de la figure 6.11.

Fa(p)

W(p)

Q) — X(p)

+® G(p)

Figure 6.11 - Schéma-bloc équivalent

On réalise I’asservissement de la position x de la tige, figure 6.12. Le débit est délivré
par une servovalve commandée en courant. A partir de I’écart, un correcteur-amplifi-
cateur proportionnel de gain C fourni le courant i d’alimentation de la bobine de la ser-
vovalve. La mesure de la position de la tige du vérin actif est réalisée par un capteur de
gain K et la consigne de position est traduite par un potentiometre de gain K.

Fa(p)

Xeo(p) e(p) I(p) Qp) — X(p)

9 -

Figure 6.12 - Schéma-bloc de la commande asservie
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Le cahier des charges impose en régime permanent :

* une erreur nulle pour une entrée de consigne en échelon ;
e une erreur inférieure ou égale a 2 mm si x.(t) = 0,1z.

2. Montrer qu’en régime permanent le signal de sortie n’est pas affecté par une pertur-
bation en échelon de force d’amplitude Fj.

Si la perturbation est un échelon, en régime permanent, on peut modéliser 1’ asservisse-
ment de position par le schéma-bloc figure 6.13.

Xc(p) I(p) Q(p) X(p)

B ® Ky C K G(p)
|

3. Quelle expression doit prendre le gain de boucle afin de satisfaire les exigences du
cahier des charges pour la précision ?

Figure 6.13 - Schéma-bloc sans perturbation

Asservissement de vitesse

Figure 6.14, on propose le schéma-bloc d’un asservissement d’un dispositif régulant la
vitesse, w, d’un moteur perturbé par un couple résistant, c;.

Cr(p)
szw@)+ <(p) U(p):; ””” ; ’ é@n)} :[ ””” 1’ - ’: 2 p)
o O T R e S R n B e
: (e —
- = |

Figure 6.14 — Schéma-bloc de I'asservissement de vitesse

N

ou :

e G7 : gain de la génératrice tachymétrique et du transducteur de consigne, avec
Gr = 0,08Vs.rad™!

e C(p) : fonction de transfert du correcteur

* A : gain de ’amplificateur - A = 30

e K7 : constante de couple du moteur

e K : constante de force contre électromotrice du moteur

* R : résistance de I’induit

e L : inductance de I’induit

e J : moment d’inertie du rotor par rapport a son axe de rotation

e f: parametre de frottement visqueux

La figure 6.15 fournit la réponse indicielle du dispositif non perturbé avec un correc-
teur proportionnel de gain K = 1.

1. Déterminer ’erreur de position en régime permanent.

2. En déduire le gain de boucle ainsi que la classe de la fonction de transfert en boucle
ouverte.

3. On souhaite une erreur de position inférieure a 1 % ; quelle valeur doit-on donner au
gain du correcteur ? Quel probleme peut poser la valeur du gain ainsi déterminée ?
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15

10 7
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~

0 0.05 0.1 0.15 0.2
()

Figure 6.15 — Réponse indicielle - consigne : 10 rad.s ™!

On considere a présent une perturbation en échelon d’amplitude 100N.
4. La perturbation provoque-t-elle une erreur supplémentaire en régime permanent ?
5. Quelle proposition peut-on faire pour améliorer la précision de cet asservissement de

vitesse ?

Axe de robot

La commande d’axe d’un robot est décrite par le schéma-bloc de la figure 6.16.

UC(IJ)+ ep(p) N ev(p) U(p) Qur(p) Qr(p) . O p)
o=@ L
UPQ;) UV(P; Gr
Ka
L
Figure 6.16 — Schéma-bloc de la commande d'un axe de robot
avec :

e C(p) : fonction de transfert du correcteur

k
*M(p) = m : modélisation du moteur a courant continu

— R : résistance totale (2)
—J : moment d’inertie équivalent ramené sur I’axe de rotation (kg.m?)
—k : constante de couple (N.m.A™") et constante de vitesse (V.s.rad™")
e ) : rapport de réduction
* G : gain de la génératrice tachymétrique (V.s.rad™")
* K¢ : gain de I’amplificateur de puissance

* K : gain du capteur de position (V.rad™")
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Afin d’assurer une mise en position correcte, on ne veut aucun écart de position. Quant
a 1’écart de trainage il est limité a 1%.

1. Déterminer la fonction de transfert en boucle ouverte, notée B(p), de cette com-
mande d’axe.

2. Conclure sur la possibilité de pouvoir respecter les criteres imposés par le cahier des

charges en termes de précision avec un correcteur proportionnel.

Restituteur d’effort

La présentation de ce restituteur d’effort a été faite a la page 151. Le restituteur est
modélisé par le schéma-bloc figure 6.17.

Fp(p)

Hj(p)

AFc(p) U(p) - AF(p)

*@ C(p) Hi(p) *@

Figure 6.17 - Schéma-bloc du restituteur

K, Hy(p) = K>
AP = 1+b1p+b2p2—|—b3p3'

avec : H = s
1(p) l+ap+ap?+ap?

Le cahier des charges impose en régime permanent :

e une erreur nulle pour une entrée de consigne en échelon ;
e une erreur inférieure a 0,1F, pour une perturbation définie par : f,, () = For x u(t)
ou u représente la fonction de Heaviside.

1. Déterminer la fonction de transfert en poursuite, notée G (p), en fonction notamment
de Hi(p).

2. Démontrer que la précision souhaitée dans le cahier des charges pour une consigne en
échelon impose que la fonction de transfert du correcteur soit au moins de classe 1.

3. Déterminer la fonction de transfert en régulation, notée R(p).

4. Déterminer 1’expression du gain statique du correcteur pour que la précision spéci-
fiée dans le cahier des charges relativement a la perturbation soit vérifiée.

Dérouleuse

La dérouleuse schématisée figure 6.18 s’insere dans une ligne de production de toles.
Cette ligne de production débute par la coulée de lingots qui sont ensuite laminés et
conditionnés en bobines. Ces bobines sont ensuite déroulées par le dispositif étudié
pour étre débitées en toles.

En phase établie de production, un double systeme de mesure détecte en permanence la
position de 1’axe de la bande par rapport a une position de référence.

Dans un premier temps, le systeme est en mode recentrage, figure 6.19. Pendant cette
phase, la bobine est centrée par rapport a I’axe de la ligne. Seul le signal de mesure déli-
vré par le capteur de position 7'LC est pris en compte.
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unité centrale
de commande

cellules EVK bande(4)

servo-valve

centrale hydraulique

alimentation
VH >

rampes lumineuses
vérin hydraulique

VH

capteur TLC

téte de dérouleuse

bati(0)
Figure 6.18

Apres cette phase préliminaire, le processus normal de production peut commencer, on
passe en mode automatique, figure 6.20.

En plus du capteur de position 7LC, on utilise également deux cellules EV K qui
mesurent la variation temporelle de la largeur de la bande.

En cours de déroulement, la bande peut s’écarter de sa position de consigne et/ou la lar-
geur de bande peut varier. Les signaux délivrés par les capteurs sont utilisés simultané-
ment afin d’élaborer le signal de commande d’une servovalve. Cette servovalve pilote
un vérin hydraulique qui déplace la téte de dérouleuse tant que la bande n’est pas reve-
nue dans I’axe de la ligne.

Etude du mode recentrage

defaut de
largeur

ALg(p)
Ya(p) Uc(p) €(p) - Yp(p) + t Ya(p)
M(p) + K p(1 +laziﬂ) - @

potentiometre — ampli servovalve + verin + tete

Krre

capteur TLC

Figure 6.19 - Schéma-bloc en mode recentrage
1. Quelle est I'utilité du bloc de fonction de transfert M (p) ? Pourquoi M (p) = Krpc ?
2. Mettre le schéma sous la forme d’un schéma a retour unitaire.

3. Déterminer la fonction de transfert en boucle ouverte. Donner sa classe.

Y
4. Déterminer 1’expression littérale des fonctions de transfert en poursuite, YB Ep), eten
Ap
. Yg(p)
régulation, ————.
ALg(p)

5. Conclure sur la possibilité d’avoir une erreur nulle en régime permanent.
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Etude du mode automatique

ffffffffffffff | ALp(p)
|
|
Ya(p) f(p): . \Ue(p) N { Yi(p)
: + | 1]+ ! e |+ .
[ F ;e Tap ‘@’V— T+ bp+ @
|
[ eur

transducteur -

Figure 6.20 - Schéma-bloc en mode automatique
6. A quoi correspond le bloc situé en amont des cellules EV K sur la chaine de retour ?
7. Déterminer les expressions de a, b et c.
8. Déterminer I’expression des fonctions de transfert en poursuite et en régulation.

9. Conclure sur les performances en précision de cet asservissement en mode automa-
tique dans le cas de consigne et de perturbation en échelon.

Correcteur a avance de phase

Un correcteur a avance de phase est défini par la fonction de transfert suivante :

1 T
C(p):Kﬂ avec a>1
1+Tp

1. Déterminer 1’expression du gain en décibels et de la phase du correcteur.

2. Tracer le diagramme asymptotique de Bode. Pour le tracé, prendre : K =3,
T=05seta=09.

3. Déterminer I’expression de la pulsation pour laquelle la phase atteint son maximum.
4. En déduire I’expression du maximum de phase.
5. Tracer le diagramme de Bode réel du correcteur.

6. Conclure sur les apports d’un correcteur a avance de phase en termes de rapidité, pré-
cision et stabilité.

Correcteur a retard de phase

Un correcteur a retard de phase est défini par la fonction de transfert suivante :

1+7
Cp=K—"P s b1
1 +bTp

1. A partir de I’étude menée sur le correcteur 2 avance de phase, tracer les diagrammes
de Bode asymptotiques et réels. Prendre : K =8, T =2 setb =8.

2. Quelle est I’intérét de fixer K = b ?

3. Conclure sur les apports d’un correcteur a retard de phase en termes de rapidité, pré-
cision et stabilité.

Filtre réjecteur

Soit un correcteur défini par sa fonction de transfert
2 2
1+ il p+ p—z
wo (Oh
2 2
I+ 20 P+ p—2
[N gy

Clp=K
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avec
wo = 100 rad.s ™' Ey =003 & =02
1. Tracer les diagrammes de Bode.

2. Quels sont les avantages et inconvénients de ce correcteur ?

Correction tachymétrique

L’asservissement étudié est utilisé pour la commande d’ouverture d’un toit coulissant
d’automobile. La chaine d’énergie se compose essentiellement d’un moteur a courant
continu et d’un réducteur. Le schéma-bloc de la figure 6.21 décrit cet asservissement de
position.

Oc(p) Qr(p) O p)

T
p

Figure 6.21 — Schéma-bloc de I'asservissement de position
d'un toit coulissant

avec :

* K¢ : gain du correcteur proportionnel

e r : rapport de réduction

* H : gain du hacheur

* G : gain de la génératrice tachymétrique (V.s.rad™")

* k : gain réglable

* Ky : gain du capteur de position et du transducteur d’entrée (V.rad™")

K

——— : modélisation du moteur a courant continu
14+ tup

*M(p) =

Pour les applications numériques, prendre :
T =510"s K, =30rads™' V™' Gy =0,05Vsrad' r=0,126 K5 =0,3

Le constructeur utilise une correction par retour tachymétrique, voir figure 6.21, et
complete cette correction par un correcteur proportionnel.

La correction tachymétrique consiste a réaliser une correction par anticipation en utili-
sant la dérivée de la variable de sortie.

Dans un premier temps, on fixe k = 0 ce qui revient a supprimer la correction par
retour tachymétrique. On fixe également H = 1.

1. Déterminer les fonctions de transfert en boucle ouverte et boucle fermée, notées res-
pectivement Bo (p) et BF(p).

2. Quelle expression doit avoir K¢ si on souhaite un temps de réponse le plus petit pos-
sible pour une entrée indicielle ? Faire I’application numérique.

3. Pour cette valeur de K¢, déterminer le temps de réponse a 5 % ainsi que 1’écart de
trafnage en régime permanent.

On prend en compte le retour tachymétrique, on a donc k # 0, on garde la valeur de
K¢ trouvée et on impose H = 10.
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4. Déterminer les fonctions de transfert en boucle ouverte et boucle fermée, notées res-
pectivement To (p) et Tr(p).

5. Montrer qu’un choix judicieux de k permet, tout en gardant des conditions de stabi-
lité équivalentes, d’améliorer a la fois la rapidité et la précision. Illustrer les réponses
par des tracés appropriés.

6. Quelle est la limite d’utilisation d’une correction par retour tachymétrique ?

Centrale thermique

Les problemes de stockage de 1’énergie électrique imposent que sa production soit en
adéquation avec la consommation électrique des clients. Pour adapter la production a
la consommation, une partie des sites de production est régulée.

Un centre de conduite national élabore les adaptations de consignes de chacun des sites
régulés.

La régulation mise en place sur les différents sites réalise 1’adaptation de la production
électrique a la consommation mais avec de légeres variations de fréquence du signal
délivré sur le réseau.

L’étude porte sur la régulation de la production d’une centrale thermique a flamme dont
le principe de fonctionnement est décrit sur la figure 6.22.

Turbine HP Turbine MP  Turbine BP Turbine BP Alternateur
(po, To)

(Pchau +Tehau )
Chaudiére Ré
Pompe R éseau
Condenseur Riviare électrique

Figure 6.22 - Principe de fonctionnement

Une chaudiere fournit la chaleur nécessaire pour produire de la vapeur. Lors de la phase
de détente du cycle thermodynamique, cette vapeur sous pression est convertie en éner-
gie mécanique par les turbines. Cette énergie est ensuite transformée en énergie élec-
trique par un alternateur lié a I’arbre des turbines.

Une partie commande régule le débit massique ¢g,, de vapeur alimentant les turbines.
Ce débit étant fonction de 1’ouverture d’une soupape, on doit réaliser la commande de
la position x de cette soupape.

Afin d’étre dans le cadre des systemes linéaires, I’étude est réalisée au voisinage d’un
point de fonctionnement.

Cahier des charges

Précision |erreur nulle en régime permanent pour une entrée
en échelon

Réguler la puissance — ——
Rapidité |temps de réponse inférieur au temps de réponse

naturel de la turbine

Stabilité¢ | Mg > 10 dB M, > 20°

Réguler la fréquence
Précision |erreur nulle en régime permanent pour une entrée

en échelon
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Régulation de puissance de la turbine

Le schéma-bloc de cette régulation est proposé figure 6.23

P.(p) X(p) Qm(p P(p)

+
@ o) — o) —I ()

Figure 6.23 - Schéma-bloc de la régulation de puissance

* P.(p) : consigne de puissance, échelon d’amplitude Py = 260 10 W
* P(p) : puissance produite

e C(p) : fonction de transfert du correcteur

* G(p) : la soupape est modélisée par un gain pur de valeur K

* T'(p) : modele de comportement de la turbine

K;

T =
(p) [+ Tp

avec T; =6s

Choix du correcteur

On propose trois correcteurs d’ordre 1 :

KA
e Ci(p)=— correcteur intégral
p

1
* Co(p) = K (1 + T > correcteur proportionnel intégral
i

14+Tp

e C = K——
3(p) 14+aTp

avec a>1 correcteur a retard de phase
1. La stabilité de la boucle de régulation de puissance est-elle assurée quel que soit le
correcteur utilisé ?

2. Quel(s) correcteur(s) doit-on utiliser pour que le critere de précision du cahier des
charges soit vérifié ?

3. Montrer que, quel que soit le correcteur intégral choisi, le critere de rapidité ne peut
pas étre satisfait.

On adopte un correcteur proportionnel intégral. La valeur de K; est fixée de manicre
aavoir Kp; K;K; = 1.

P(p)
Pe(p)’

4. Déterminer la fonction de transfert R(p) =

Régulation de fréquence de la turbine

La consigne de puissance, supposée constante, subit de 1égeéres variations provenant de
I’ajustement des prévisions a la consommation constatée. Ces ajustements A. sont
modélisés comme une perturbation.

La consommation des clients P, intervient comme perturbation de la puissance pro-
duite.

Le schéma-bloc de cette régulation est proposé figure 6.24.



222

« Performances des systemes asservis

Ac(p) Pcl (p)

Fe(p) Pc@ +‘ P(pl > ‘ F(p)

t K, @ R(p) ® I(p)

Figure 6.24 - Schéma-bloc de la régulation de fréquence de la turbine

avec

e F'(p) : fréquence du réseau en Hz

e F.(p) : consigne de fréquence, échelon d’amplitude F, = 50 Hz

K, : gain du correcteur de la boucle de fréquence en W.s™!

1
e [ (p) : inertie du réseau modélisée par / (p) = T avec Iy =5210° W.s?
op

5. Montrer qu’on peut trouver 7; afin d’assurer la stabilité de la turbine régulée en fré-
quence.

6. Démontrer que I’erreur est nulle en régime permanent pour une entrée en échelon de
fréquence.

Afin d’assurer une homogénéité sur la régulation des différents sites réglés, on fixe leur
comportement en régime permanent relativement aux perturbations

Fy
i < — — P,
1_132100 f(t) X 0704 Py (Aco PLIU)

avec A, et Pe, ’amplitude respective des échelons de perturbations A, et Py

7. Déterminer 1’expression de la valeur limite de K, permettant d’assurer le comporte-
ment souhaité relativement aux perturbations.

8. Tracer les diagrammes asymptotiques de Bode de la fonction de transfert en boucle
ouverte. Prendre K, = 13107 W.s.

9. On suppose T; = T;. Calculer la marge de phase.
10. En déduire la valeur que pourrait prendre 7;, notamment relativement a 7;.

11. Cette valeur de 7; permet-elle de vérifier le critere de rapidité ? Conclure.

Commande du plan horizontal réglable de I’ Airbus A340

L’empennage horizontal de 1’ Airbus A340 est composé d’un plan horizontal réglable
(PHR) muni d’un volet de profondeur.

Quelles que soient les conditions de vitesse, 1’équilibre de 1’avion est assuré en réglant
en vol le calage du PHR, c’est a dire en réglant I’angle o formé par la corde du PHR et
I’axe de référence de 1’avion voir figure 6.25.

Figure 6.25 - Angle de calage



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Enoncés des exercices

Le PHR est commandé par le calculateur de bord mais il doit pouvoir 1’étre également
par le pilote en cas de défaillance du dispositif automatique. La consigne, quelle que
soit son origine, agit sur des pilotes de distributeurs alimentant les moteurs hydrau-
liques. Les arbres de sorties de ces moteurs génerent la rotation du PHR par I'intermé-
diaire d’un différentiel, d’un réducteur et d’une vis, voir figure 6.26.

MOTEURS MOTEURS
HYDRAULIQUES ELECTRIQUES M1, M2 et M3
MH1 etMH2
LIAISON PIVOT
AXE D’ENTREE DE LA
COMMANDE MANUELLE
DIFFERENTIEL
DISTRIBUTEURS
HYDRAULIQUES

vis

Figure 6.26

L’étude porte sur I’asservissement en position de la vis qui commande la rotation du
PHR. La figure 6.27 présente la chaine cinématique étudiée.

~.
I:: “’:: "I:: — 3. lﬂ_{/l 7

I-—»—E:H |—:'—n—"'—|
o I
v :
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L |
= Ops -

Ops

=+

\\\\-\X\\\\\\\
AR3aaaaaanaaaay

Qu(t) Qa(t)

Circuits ll}'(ll’auli([ucs<
¥

Figure 6.27 — Schéma de principe

Le schéma-bloc de 1’asservissement de position de la vis est proposé figure 6.28.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, :
! ‘ Q) Ounl)__ Onl) i

|
Ue(n) U(p) () ®) Bs
(
)

‘\

@ o Onir)__ ) RO ) .—» + o
- Fkt o] —
| /r(D, c \‘

| ! i R &) [o]
| I [ [

_ Asservissement du moteur | | Mise en position de la vis

My
)

Figure 6.28 - Schéma-bloc
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Chapitre 6 » Performances des systémes asservis

Cahier des charges

Stabilité Mg > 10dB My, > 45°

Surtension en boucle fermée limitée a O dB

Mise en position
de la vis Précision |Ecart nul en régime permanent pour une entrée en
échelon

Rapidité |Bande passante 2 —3 dB en boucle fermée
supérieure a 5 Hz

Stabilité |Réponse indicielle sans dépassement

Asservissement en | Précision |Ecart nul en régime permanent pour une entrée en
position du moteur échelon

Ecart de trainage limité 2 0,02 V en régime
permanent

Rapidité |Temps de réponse inférieur a 0,2 s

Mise en position de la vis
La mise en position de la vis s’effectue en deux temps :

* La mise en mouvement du rotor du moteur électrique 6,, provoque, par I’intermé-
diaire du réducteur 1, une rotation 6, du grand planétaire P, par rapport au référentiel.
Cette rotation engendre celle du porte-satellite P S par rapport au référentiel. Le mou-
vement de P S entraine alors par I’intermédiaire d’un renvoi d’angle le déplacement y
des tiroirs des distributeurs hydrauliques. Les moteurs hydrauliques M}, sont alors ali-
mentés.

» [’alimentation des moteurs hydrauliques conduit, grace a un différentiel et un réduc-
teur, a la mise en mouvement de la vis par rapport au référentiel. La rotation de la vis
d’un angle 6, entraine celle 8, du petit planétaire P, par rapport au référentiel. Cette
rotation d’un angle 6, provoque une rotation du porte-satellite PS par rapport au réfé-
rentiel. La position des tiroirs des distributeurs hydrauliques est alors modifiée.

La position 6,5 du porte-satellite par rapport au référentiel résulte donc de la rotation
des deux planétaires P; et Ps.

1. A quelles conditions le schéma de la figure 6.28 peut-il étre réduit 2 celui de la figu-

re 6.29 ?
©1(p) N Ops(p) Y(p) Qp) On(p) O4(p) Ou(p)
R 4’®—' A Kq 1n(p Rs R
|
R O2(p) R
R3=1—3;R4=i;Rs=—%;Re=l;R7=—l;Kd=0,1m25_l
18 18 7 5 2

Figure 6.29 — Schéma-bloc de la mise en position de la vis

2. Peut-on parler d’asservissement pour la mise en position de la vis ?
Le fonctionnement du moteur hydraulique est modélisé par
—Kp

2 2\’
p(l + ﬁp—|— p_z)
on ),

My (p) =

3. Quel doit étre le signe de K, ?
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Enoncés des exercices

Compte tenu de la linéarité du systeéme, on travaille sur le schéma de la figure 6.30.

01(p) P Ops(p) Y(p) Q) K On(p) ___ Oulp) 0.(p)
Q] ey
— h
T R O2(p) P

Figure 6.30 - Schéma-bloc de la mise en position de la vis

4. Déterminer la fonction de transfert en boucle ouverte 7, (p).

Les lieux de transfert de 73, (p) sont donnés dans le plan de Bode figure 6.31 et dans le
plan de Black figure 6.32.

G(dB)
0

-20 =

—40

—60

—80

10? 10°
w(rad/s)

v (°)
—90

~135 N

—180

—9295 AN

—270

102 103
w(rad/s)

Figure 6.31 — Diagrammes de Bode avec A = 0,015 m.rad ™!

5. Justifier I’allure des diagrammes de Bode.
A partir des lieux de transfert proposés,

6. Déterminer les parametres caractéristiques de la fonction de transfert du moteur
hydraulique Mj,(p).

7. Relever les marges de gain et de phase.

8. Quelle valeur limite peut prendre A pour respecter les marges de stabilité imposées
dans le cahier des charges ?

9. Déterminer la surtension en boucle fermée pour la valeur limite de A.
10. Déterminer la valeur minimale de A afin de respecter le critere de bande passante.

11. Conclure sur le respect des différents criteres définis dans le cahier des charges.
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Chapitre 6 » Performances des systémes asservis

G(dB)

60
0.01

50

40

0.1

V -40
50
// -50
41000
=360 =330 =300 270 -240 210 -I80 -I50 -120 90 =60 =30 -60

Figure 6.32 - Diagramme de Black avec A = 0,015 m.rad™!

Asservissement en position du moteur électrique
Le fonctionnement du moteur électrique utilisé est décrit par les équations suivantes

u(t) =e(t) + Ri(t)
e(t) = Kywn (1)
cm(t) = Kei(t)
d
JEwm(t) =cp(t)
avec :
e i : courant d’induit(A)
e i : tension aux bornes de 1’induit(V)
e ¢ : force contre électromotrice (V)
* ¢y @ couple moteur (N.m)
* w,, : taux de rotation du moteur (rad.s™')
e R =1 Q : résistance totale

e J =4107%kg.m? : Moment d’inertie de I’ensemble mobile par rapport a I’axe de
rotation du rotor

e K, = 0,02 Vs.rad™' : constante de vitesse
e K. = 0,02 N.m.A™! : constante de couple

L’ asservissement en position du moteur est décrit figure 6.33

Ue(p) . &) Ul(p) Qn(p) Om(p) ©1(p)
C(p) M (p) I(p) Ry

B ] Ur(p)

Cy

Figure 6.33 - Schéma-bloc de I'asservissement en position du moteur
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Enoncés des exercices

avec

e C(p) : fonction de transfert du correcteur
* R, : rapport de transmission du réducteur 1
* C; : gain de la chaine de mesure de la position

Dans un premier temps on utilise un correcteur proportionnel de gain K.
12. Déterminer les fonctions de transfert M (p) et I (p).

13. En déduire la fonction de transfert en boucle ouverte 7'(p) puis le gain de boucle
Kpo.

14. Modifier le schéma proposé figure 6.33 afin d’avoir un schéma a retour unitaire.

15. En déduire la fonction de transfert en boucle fermée G(p), la mettre sous forme
canonique.

16. Déterminer ’expression de Kpo permettant de valider le critere de stabilité du
cahier des charges.

17. Vérifier que les criteres de rapidité et de précision statique sont respectés avec le
gain de boucle déterminé.

10

t59 .wWo

100
1071 100

3

Figure 6.34 — Temps de réponse réduit

18. Déterminer 1’écart de trainage pour la valeur de K po calculée. Conclure.
On fournit sur la figure 6.35 le lieu de transfert en boucle ouverte avec

* un correcteur proportionnel de gain K
* un correcteur a avance de phase de fonction de transfert

1+aTp

C =K,
(p) al—|—Tp

avec a>1

* un correcteur a retard de phase de fonction de transfert

14+Tp

C =K, —
(I)) r1+pr

avec b>1

Pour le tracé, on a choisi T =0,02 s et a =b =2. Par ailleurs, on a fixé
K, = K, = K, de maniere a avoir Kgp = 25.

19. Quelle valeur doit-on adopter pour K go pour obtenir I’écart de trainage souhaité ?

20. Quel correcteur peut-on choisir pour respecter les contraintes du cahier des charges ?
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G(dB) y
T T I T 30
— aqvance de phase
—— retard de phase —
proportionnel
—F— e ’ i - 20
) Jl -
1\ H1YY

L
877 -

/.

/|
7« | ——tpr—

—

-10

-240 -220 -200 -180 -160/140 -120 -100 -80 -60 -40 -20

Figure 6.35 - Diagrammes de Black avec différents correcteurs

r—— ) ] T mal i\] démarrer ?

m 1. Utiliser la transformée de Laplace. 5. Déplacer un sommateur, réduire la boucle interne puis déter-

. . s miner la fonction de transfert en régulation.
4. Déplacer le point de prélévement.

1124 1.Réduire la boucle interne.
Revenir a la définition de la stabilité et utiliser, si nécessai-

re, le critére de Routh. 2. Faire la différence entre écart et erreur
Utiliser le critére de Routh. 1. Annuler I'entrée de perturbation.
Définir le point critique et le situer dans le plan de Black. 2. Définir I'erreur.

{900 7 O 1. Revenir a la définition des marges 3. Annuler I'entrée de consigne.

de gain et de phase. i ,
e P 117 5. Annuler successivement chacune des entrées.

ln 3. Utiliser les courbes isogains et appliquer la définition de
g T 6. Utiliser le principe de superposition.
bande passante.
. . . . 8. Réduire le schéma figure 6.20 et identifier.
4. Déterminer la valeur maximale du gain en décibels.

. : 9. Annuler successivement chacune des entrées.
m 1. Annuler successivement chacune des entrées.

1. Penser a utiliser les propriétés du logarithme et de I'ar-

2. Déterminer X (p) en fonction de F4(p) puis utiliser le théo- .
gument d'un complexe..

réme de la valeur finale.
PP ) . o o 2. Tracer les diagrammes de Bode de fonctions de transfert de
3. Définir I'erreur, déterminer son expression littérale puis utili-

o référence.
ser le théoréme de la valeur finale.

. m 1. Tracer les diagrammes de Bode de fonctions de transfert
m 1. Définir l'erreur. o
de référence.
2. Déterminer I'expression littérale de I'erreur.
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1. Utiliser les propriétés des diagrammes de Bode des sys-
témes d'ordre 2.

3. Revenir aux propriétés de la réponse indicielle d'un sys-
téme du deuxieme ordre.

4, Définir I'écart.
5. Réduire la boucle interne.

3. Utiliser les propriétés de la fonction de transfert en
boucle ouverte.

4. Définir les qualités du systeme d'ordre 2 le plus rapide.

6.Calculer la fonction de transfert en boucle fermée puis utiliser
le critére de Routh.

8. Annuler successivement les entrées de perturbation, utiliser
le principe de superposition puis le théoréeme de la valeur
finale.

Du mal a démarrer ?

9. Tracer les diagrammes de Bode de fonctions de transfert de
référence.

10. Revenir a la définition de la marge de phase.
4, Vérifier la stabilité.
6. Etudier les asymptotes basses et hautes fréquences.
8. Revenir a la définition des marges de gain et de phase.

10. Revenir a la définition de la surtension et a l'utilisation des
courbes isogains.

13. Utiliser la transformation de Laplace.

17. Définir les caractéristiques d'un systeme d'ordre 2 non
dépassant.

18. Utiliser I'abaque fourni pour la rapidité et définir la notion
d'écart pour la précision.
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Train pendulaire

1. Si on suppose les conditions initiales nulles alors par transformation de Laplace, on obtient :

= VO
O(p) =2SpY(p) + ﬁpE(P)

Y(p) = RO(p)
Jp*®(p) = RF(p) — CO(p)

2. En utilisant la notation proposée, on obtient pour (3) :
Mp*Y (p) = F(p) — kY (p)

En remarquant que :
V(p) = pY(p) et A(p) = pV(

on écrit

1
A(p) = I (F(p) — kY (p))

Par ailleurs, (1) peut s'écrire

2B 1
X(p) = Vo;(Q(p) —28V(p))

)

2
3)

p)

Il reste a lier la pression du fluide a l'effort développé par le vérin, on sait que :

F(t) =0(t)S
soit
F(p) = SZ(p)
On obtient le schéma-bloc suivant :
k
Q(p) =(p) F(p) —\ A(p) V(p)
;@_ @ 1 S +®_ 1 } 1
Vo p M P P

Y
3. Pour déterminer la fonction de transfert %, il faut d'abord retracer le schéma afin d'avoir deux boucles
p

imbriquées. Par déplacement du point de prélevement, on obtient :

Qp)

Y(p)

%(p) F(p) — A(p)
+ 2B 1 + 1
%

2Sp

SR

L
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En réduisant d'abord la boucle interne, on trouve :

Q(p) 2(p) F(p) Y(p)
+ 2B

Vo

Mp? +k

hSEEE

2Sp

En appliquant les résultats classiques d'algebre des schémas, on trouve alors

Y(p) 2BS
Q(p)  2BS*p+ Vop(Mp? + k)

Pour mettre en évidence le gain statique, on écrit la fonction de transfert sous forme canonique :

Y(p)  2BS 1
0(p)  2BS2+kV, MV,
1 2
t Bt kv ”

On a une fonction de transfert de gain statique

2BS
2BS? +kV,
de classe 1 dont les pdles sont
2BS? + kV,
4 + &V
MYV,

4. Si la réponse indicielle d'un systeme, en régime permanent, tend vers une valeur finie alors le systéme est
stable.

Si on impose un échelon unitaire en entrée, la réponse indicielle du systeme étudié est :

vy = 2B | 1
P =B + kv, Y
P 2BS2 +kV, "

Par décomposition en éléments simples, on a

Yp+Z
MV,

WX
Y(p)=—+ 5+
PP e

2BS? +kVy

2

Par transformation inverse, on obtient finalement

y(t) = W + Xt + Yo cos(wt) + Zw sin(wt)

2BS* +kV,
w=,——
MV,

On conclut alors sur l'instabilité de 1'ensemble vérin + caisse car

avec

lim y(t) = +o0
t—>—+400

Stabilité absolue
1 Premier systeme

18

H, =
1(p) L+ p+ k2 +8p°
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1. Pour qu'un systeme soit stable, il faut que tous les coefficients du polyndme situé¢ au dénominateur de la fonc-
tion de transfert soient non nuls et de méme signe. Ici, le coefficient de p? est nul. On peut donc conclure sur la
non stabilité du systeme.

2 Deuxieme systéme
1

HBp)=-—
2(P) = 3 0012

1. On a un systeme d'ordre 2 et tous les coefficients du polyndme situé au dénominateur sont positifs alors on
peut affirmer que ce systeme est stable.

3 Troisieme systeme

H;(p) = ok
k+p)d+p—p?H
1. En développant, on obtient :
Hs(p) = bl

K+ k+Dp+(—kp—p?

Pour que le systeme puisse étre stable, il faut que tous les coefficients du polynome situé au dénominateur soient
de mé&me signe et non nuls.

On doit donc avoir

k<0
k+1<0
1—-k<0

On ne peut pas trouver k vérifiant ces trois conditions. Le systeme est inconditionnellement instable.

4 Quatrieme systeme
—15

H ES
R VP S Fe

1. Tous les coefficients du polyndme du dénominateur sont positifs. Pour pouvoir conclure il faut dresser le
tableau de Routh afin de déterminer si tous les pdles de la fonction de transfert sont a partie réelle strictement
négative.

8 9 6 0

p
P 1 14 0
plA A
P’ B,
—
pivots
ou:
1 9 1
A= —— =10
: 2><6’6 14‘
A2:0
et
116 14
B =—— = 14.
"TTA A A

Tous les pivots sont de méme signe alors tous les poles de la fonction de transfert sont a partie réelle stricte-
ment négative donc le systeme est stable.

Criteére de Routh

1. Un systeme est stable si tous les poles de sa fonction de transfert sont a partie réelle strictement négative.
Pour cela il faut, mais il ne suffit pas, que tous les coefficients du polyndme du dénominateur de la fonction de
transfert en boucle fermée soient non nuls et de méme signe.
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On établit la fonction de transfert en boucle fermée a partir du schéma-bloc, on trouve :

O(p) KK

H(p) = —2 = .

Oc(p) 2& p

p(1+=p+L2) + Kk,
wo wy
Oou encore :

N(p) KK .w?

H(p) =52 = =

" D(p) PP+ 2kwp’ +odp+ KK

Si on suppose K et K. de méme signe et non nuls, tous les coefficients de D(p) sont strictement positifs. Pour

connaitre le signe des poles de H(p) on construit le tableau de Routh :

p’ 1 w? 0
P’ 2w, KKco} O
Pl A A,
P’ B,
—
pivots
ou:
1 1 W} wo
Al =—— v =2 — KK.)—
' w260 KKewd| T B )2
A, =0
1 |20y KKcw} 2
B =—— = KK .
: A Ay Ay c®o

Pour que les poles soient a partie réelle strictement négative, il faut que tous les termes de la colonne des pivots

soient tous non nuls et de méme signe, ici positifs. Il faut donc que :
26wy — KK >0
Si K. > 0et K > 0 alors

25 [0}
K

Si K., <0etK <0 alors
2%'6()0
K

K. >

Limite de stabilité

1. Si on considere K¢ = 1 alors le lieu de Black de la fonction de transfert fourni est celui de la fonction de

transfert en boucle ouverte.

On sait que le lieu de transfert d'un systeéme en limite de stabilité passe par le point critique. Dans le plan de

Black, le point critique a comme coordonnées (—180, 0).
Pour assurer la stabilité, on doit descendre le lieu de transfert d'au moins 7,5 dB.

On a donc comme valeur limite pour K¢

-
[

Kc =102

=

soit

Kc ~ 0,42

Le déplacement minimal du lieu de transfert permettant d'assurer la stabilité est représenté sur la figure 6.36.
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Figure 6.36 — Diagramme de Black
Marges de stabilité 1
1. La marge de gain notée M¢ est définie par :
Mg = —Gap(wc) = =20 log [B(joc)|
ol w, représente la pulsation critique telle que
p(oc) = —180°
Pour déterminer la marge de gain, on détermine d'abord w,.
A partir du schéma-bloc, on trouve la fonction de transfert en boucle ouverte

7K,
2(1+ 150p)(1 +0,5p)(1 +40p)

B(p) =

qui est un produit de trois systémes d'ordre 1.

On a alors :
¢(w) = — arctan(150w) — arctan(0,5w®) — arctan(40w)
On cherche w, telle que :
— arctan(150w,) — arctan(0,5w.) — arctan(40w,) = —180°

Par résolution numérique, on trouve :

we ~ 0,25 rad.s™!

Valeur qu'on peut vérifier sur le diagramme de Bode.

Connaissant @., comme

€

Gap (@) = 20 log (%) —201log (\/1 T (1500)% x /1 + (0,50)2 x /1 + (40a))2)

on trouve :
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Mg ~ 20,8 dB
La marge de phase notée M, est définie par :

My = 180 + p(woap) = 180 + arg(B(jwodp))

ou wyg B est la pulsation de coupure a 0 dB telle que :

Gap(woap) = 0dB

Pour déterminer M, on recherche d'abord wy, p.

A partir de I'expression du gain établie précédemment, on trouve :
woap ~ 0,075 rad.s™!

Valeur en accord avec le diagramme de Bode proposé.

On trouve alors en utilisant I'expression de la phase

M, ~21,4°

On constate que la marge de phase est insuffisante compte tenu des criteres imposés par le cahier des charges.
2. Les valeurs trouvées pour la marge de phase et la marge de gain se vérifient aisément sur le diagramme de
Bode fourni, voir figure 6.37.

G(dB)
40

20

—20 X

—40

—60 : ;
1074 1073 1072 1071 100
w(rad/s)

—45

-90

—135

|

—180 ]

1074 1073 10—2 107! 10°
w(rad/s)

Figure 6.37 - Marge de phase et marge de gain

235



3. Lamarge de phase est insuffisante. Pour 'augmenter, il faut translater la courbe de gain sans modifier la phase.
Pour cela, il suffit de modifier le gain K, du correcteur.

On note : K. la nouvelle valeur du gain du correcteur telle que
K. = KK,
On peut alors écrire : B'(p) = KB(p).
On note ¢’ la phase et G, le gain de la fonction de transfert B'(p).
On veut :
¢ (woap) = —135°
Comme ¢’ = ¢ alors on trouve
woap ~ 0,035 rad.s™!
par ailleurs, il faut
Gyp(woap) =0

Comme B’(p) = KB(p),ona

G;,B(w) =201log K + G4p(w)

donc
Gap(woap) = —20 log K
Par calcul ou en utilisant le diagramme de Bode fourni, on trouve
Gap(woap) ~ 11,6 dB

On en déduit la valeur de K

11,6
K =10""20

La nouvelle valeur du gain du correcteur est donc : K. &~ 2,6. On vérifie bien que K. < K. ce qui correspond
a une translation vers le bas de la courbe de gain.

On obtient alors le diagramme de Bode suivant :

G(dB)
40
20 1
0
—20
\
—40
—60 - ;
10~4 1073 10~2 107! 100
w(rad/s)
@ (%)
0 I
—45
—-90
—135 N
R
—180 [ T~
= i
995
10 10-3 10-2 10! 10°
w(rad/s)

Figure 6.38 - Diagramme de Bode de B(p) avec K/ = 2,6
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On peut vérifier que la marge de phase est bien de 45°. Quant a la marge de gain, elle a augmenté d'une valeur
de 20 log K pour atteindre une valeur d'environ 33 dB.

Marges de stabilité 2
1. On releve une marge de gain d'environ 20 dB et une marge de phase d'environ 12°.
Les valeurs trouvées pour la marge de phase et la marge de gain sont représentées sur la figure 6.39.

G(dB)
40

™~

20

—20

—40

10? 10° 10
w(rad/s)
@ (°)
—135

—180 \

—225

—270
102 10° 10*
w(rad/s)

Figure 6.39 — Marge de phase et marge de gain

2. La marge de phase est insuffisante.

Comme la phase est toujours inférieure a —150° il n'est pas possible de régler une marge phase de 45° en mo-
difiant uniquement le gain K.

En effet la modification de K. n'entraine pas de changement de phase donc il est impossible d'avoir
@(woap) = —135°.

Pour avoir une marge de phase satisfaisante, il faudrait pouvoir apporter, sur une bande de pulsation, une phase
positive en modifiant le moins possible le gain. Ce type de correction est appelée correction a avance de phase.

Marges de stabilité 3
1. On reléve une marge de gain inférieure a 3 dB et une marge de phase d'environ 80°.

Les valeurs trouvées pour la marge de phase et la marge de gain sont représentées sur la figure 6.40.
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Figure 6.40 — Marge de phase M, et marge de gain Mg

2. La marge de gain est nettement trop petite, la marge de phase quant a elle est largement suffisante.
Si on note
K /C =aKc
alors
B'(p) = aB(p)

Si on note G/;; et ¢’ le gain et la phase de B'(p) alors
Glip(w) =201oga+ Gap(w) et ¢ (0) = p(w)

La modification de K¢ n'entraine qu'une variation du gain de la fonction de transfert.
Comme on veut une marge de phase d'au moins 12 dB, il faut donc descendre le lieu de transfert d'au moins
9,5 dB. Compte tenu de I'expression de G/, 5, on a

20loga < —9.,5

On impose donc un gain du correcteur tel que

, =95
Kc < 10720 K¢
soit
K’C < 3,35

Il reste a vérifier que la translation subie par le lieu de transfert pour obtenir une marge de gain satisfaisante n'a
pas trop affecté la marge de phase.

Compte tenu de l'allure du lieu de transfert pour des pulsations inférieures a 250 rad.s™!, la translation du lieu
de transfert de —9 dB ne modifie pas sensiblement la marge de phase. La nouvelle marge de phase est de 1'ordre
de 85°.
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m Marges de stabilité 4

1. On reléve une marge de gain d'environ 4 dB et une marge de phase d'environ 50°.
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Figure 6.42 — Marge de phase M, et marge de gain Mg

Les marges de stabilité avec un gain K¢ réglé a 3,55 sont représentées sur la figure 6.41.

#(%)

Figure 6.41 - Marge de phase et marge de gain pour K¢ = 3,35

Les valeurs trouvées pour la marge de phase et la marge de gain sont représentées sur la figure 6.42.
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2. Pour obtenir une marge de gain satisfaisante, il faut descendre le lieu de transfert de 10 dB. II suffit alors de
multiplier le gain K¢ par

K=10"2
pour obtenir la marge de gain demandée.

En descendant le lieu de transfert de 10 dB, le point correspondant a la pulsation @ = 1,8 rad.s™! a alors les
coordonnées suivantes (—145; 0).

La marge de phase ne vaut donc plus que 35° comme le montre la figure 6.43.

G(dB)
| hi
9
Al
M, i
5
\ 3
1
1.8 e(°)
2 1
N “
b ;
M(, 7
4‘ 9
5 1
= 9"7 13
11
15
13 17
19
/‘15 21
|1 -

-300 -280 -260 -240 -220 -200 -180 -160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20

Figure 6.43 - Marge de phase et marge de gain
10
avec le correcteur proportionnel réglé a 10~ 20 K¢

La correction proportionnelle proposée ne permet pas le réglage des marges souhaitées. Pour avoir les marges
désirées, il faut déformer localement le lieu de transfert en utilisant, par exemple, un correcteur a avance de
phase. Le réglage de ce correcteur est fait de maniere a apporter une phase positive pour des pulsations proches
de 5 rad.s~! comme le montre la figure 6.44.
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Figure 6.44 - Lieu de transfert avec et sans correcteur a avance de phase
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Marge d'amplitude
1. On reléve une marge de gain d'environ 4 dB et une marge de phase d'environ 15°.

Les valeurs trouvées pour la marge de phase et la marge de gain sont représentées sur la figure 6.45.
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Figure 6.45 — Marge de phase M, et marge de gain Mg

2. La lecture des valeurs de gain et de phase de la fonction de transfert en boucle fermée se fait sur les courbes
isogains et isophases. Sur la figure 6.45, on voit que le lieu de transfert est tangent a la courbe isogains a 12 dB
c'est-a-dire qu'aucun gain ne dépasse cette valeur de 12 dB en boucle fermée.

Comme la fonction de transfert en boucle ouverte est de classe 1, le gain statique de la fonction de transfert en
boucle fermée est 1, donc le gain en décibels est nul aux basses fréquences. Ce qu'on peut lire sur le diagramme
de Black de la figure 6.45.

On conclut alors que la surtension est de 12 dB.

A la lecture du lieu de transfert de la figure 6.45, on constate que pour une pulsation voisine de 12 rad.s™! le
gain atteint —3 dB. Compte tenu du gain basses fréquences, la bande passante est d'environ :

12
— Hz
2w

3. Un facteur de surtension de 1,3 correspond a une surtension de 2,3 dB.

Comme
lim Ggp(w) =0
w—0

alors pour que le facteur de surtension ne dépasse pas la valeur de 1,3, il faut que le lieu de transfert soit tan-
gent au contour de Hall, c'est-a-dire tangent & la courbe isogains a 2,3 dB.

Pour cela, il faut descendre le lieu de transfert de 7 dB. Ce déplacement est obtenu en modifiant le gain du cor-
recteur.

Sion note K. = gK¢ la nouvelle valeur du gain du correcteur proportionnel, alors
- =201 8 i -~0,4
K- =20log ~% Kc soit Kc =0,

Le lieu de Black corrigé est présenté sur la figure 6.46. On constate que le lieu de transfert est bien tangent au
contour de Hall, le gain de la fonction de transfert en boucle fermée ne dépasse donc pas 2,3 dB.
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Figure 6.46 — Diagramme de Black avec le correcteur proportionnel réglé a 0,4

4. On releve sur la figure 6.46 une marge de gain d'environ 12 dB et une marge de phase de 45°. Ces valeurs
sont proches des valeurs classiquement adoptées pour ces marges de stabilité.

5. Comme le gain de boucle a été diminué, le systeme est plus lent, on doit donc trouver une bande passante
plus petite. On voit sur la figure 6.46 que le gain de —3 dB en boucle fermée est atteint pour une pulsation 1é-
gérement supérieure a 7 rad.s~!. Comparé au résultat trouvé avant correction, on a une diminution de la bande
passante de 1'ordre de 40 %.

Commande en position d'une gouverne d'Airbus
1. Pour trouver G(p) et W(p), on peut :

* rechercher I'expression de X (p) en fonction de Q(p) et Fa(p) a partir du schéma proposé et 1'identifier a
X(p) =G(p) (Q(p) — W(p)Fa(p))

expression calculée a partir du schéma équivalent proposé
ou
» transformer le schéma proposé pour obtenir la configuration du schéma équivalent.
Méthode 1

(p) en supposant la perturbation nulle. On obtient alors
O(p)
X(p) 2BS
O(p) — pmVop* + puVop +2BS?)

On cherche la fonction de transfert en poursuite

X
Puis on détermine la fonction de transfert en régulation 7 ((p)) en supposant la consigne nulle. On trouve
Alp

X(p) _ H Vop
Fa(p) h p(mVyp*+ uVyp +2BS?)

On propose alors

2BS HVyp

G = t w =
@) = e+ avep 1285 ° P)= 2BsH
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Méthode 2

On déplace le sommateur et on trace le schéma suivant :

Fu(p)
il
h |
Vop
2BS
Q) ~ X(p)
+ + E s 1
Vop p(mp + )
| Sp
On lit directement
H Vop 2BS
W(p)=— X —— t G(p) =
(=73 %3ps ¢ (P) =y mp + 1) + 2BS%p
Ce qui peut encore s'écrire
HV()p 1
w = t G =
"=k € ) o (1o 0
P\" " 2Bs2? " 2Bs2?

2. Si la perturbation est en échelon et si la consigne est nulle alors
lim x(r) =0
t—>00

Si on suppose le systeme stable alors x tend vers une valeur finie, on peut utiliser le théoréeme de la valeur fi-
nale.

Pour montrer qu'une perturbation en échelon est sans effet en régime permanent, il suffit de montrer

lim pX(p) =0
p—0

A partir du schéma-bloc, si la consigne est nulle, on trouve

X)) = W) x ———2B  pp)  avec  Fap) ="
1+ CKKyG(p) P
On a donc
) . HVyp CKKy
1 X = lim F
Jm pX(p) = lim Fo x e X

CKKy +Sp (1420 mVo
M T op 2852 T 2ps2?

On conclut immédiatement : ;1210 pX(p) = 0. L'effet de la perturbation est annihilé en régime permanent.
3. Pour répondre sur la précision, il faut rechercher I'expression de I'erreur en régime permanent

¢oo = lm (xc(r) —x(1))
Si cette limite existe alors, en utilisant le théoréme de la valeur finale, on a :

eco = lim p (Xc(p) — X(p))
p—0

ou encore

o _ X(p)
eoo—glgloch(p) <1 XC(p))
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Comme le systeme est a retour unitaire, on sait que

X(p) _ BO(p)
Xc(p) 14+ BO(p)

ol BO(p) représente la fonction de transfert en boucle ouverte.

On peut alors écrire

On établit alors l'expression de I'erreur en régime permanent :

exo = lim pXc(p) (
p—0

MVO mV()
Sp(1 2
: p( +2Bszp+2352p)
eco = lim pXc(p)
r=o sp1+ 2%, ™o 0\ | ok
P\" 7" 2ps2? T 2ps2? M
Si la consigne est un échelon
Xo
Xc(p)=—
p
alors
e =0 — le cahier des charges est donc respecté
Pour la consigne en rampe, on a
0,1
Xc(p) = =
p
On obtient donc
0,18
(4 =
7 CKKy
On veut
oo < 2.107°
alors
0,18 -
<2.107°
CKKy

On a écrit précédemment
BO(p) =CKKuG(p)

Le gain de boucle a donc pour expression

En conclusion, pour respecter les criteres imposés par le cahier des charges, il faut

Ko = 50

De ce gain de boucle, on déduit aisément la valeur minimale du gain du correcteur proportionnel
508
~ KKy
Asservissement de vitesse
1. En régime permanent, la vitesse de rotation du moteur est de 8 rad.s~!. Comme on a une consigne de 10 rad.s ™
alors l'erreur est donc de 2 rad.s~!. Il y a donc une erreur de 20 %.
2. L'erreur en régime permanent est définie par
€co = t1—1>nc;lo (wref(t) - w(t))
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Comme cette erreur est finie, en utilisant le théoreme de la valeur finale, on obtient
¢o0 = lim p (Qref(p) — Q(p))

Ce qu'on écrit encore

L __Q(p)
eco = 111_1310 Prer(p) (1 W) (p))

Comme on a un systéme a retour unitaire alors

Q(p) _ BO(p)
Qrer(p) 1+ BO(p)

Par ailleurs, la consigne est un échelon d'amplitude 10 donc

10
Qref(p) = —
ref »

Donc

1
oo = lim 10—
p—0 1+ BO(p)

Comme l'erreur est finie lim0 BO(p) est finie.
p—)
On peut conclure que BO(p) est de classe O et s'écrit

Kpo(l+nip+....)

BO(p) =
(P) I+dip+.

On a alors
. 10
" 14+ Kpo

€co

Comme l'erreur est de 2 rad.s~!, on trouve

1

— =02 soit Kpo =4
1+ Kso BO

3. On a établi
10

~ 1+Kpo

€co

pour une entrée en échelon d'amplitude 10 rad.s™'. On souhaite une erreur inférieure 4 1 %. On note le nou-
veau gain de boucle Kz ,, on doit donc avoir

—— <0,01 d’'ot Ko =99
1+ Ky o Bo =

99
Le gain de boucle doit donc passer de 4 a 99, pour cela il faut que le gain du correcteur soit multiplié par i

Cette nouvelle valeur pour le gain du correcteur peut poser deux types de problemes :

* Probleme de sécurité et de transport d'énergie : une valeur importante du gain du correcteur va générer une ten-
sion élevée. Ici, lorsque I'écart est maximal, avec une valeur de gain de 9749, la tension en sortie d'amplificateur
atteint 594 Volts. Tension délicate a transporter et sans doute supérieure a la tension admissible par le moteur.

* Probleme de rapidité et de stabilité :

A partir du schéma-bloc, on trouve :

Kpo
BO(p) = sz
Il =p<=
wo (O
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On a alors

Q(p) _ _ Kpo o 1
Qrer(p) 1+ Kpo 1o 2% ot P’
(1 + Kpo) w31+ Kpo)

BF(p) =

Par ailleurs, on note

KpFr
BF(p) = £ 7
1+ / P T 5
@of Do f

En identifiant, on trouve

wof = woy/ (1 + Kpo) et §r = %
BO

Si on augmente le gain du correcteur, K g augmente. Donc le coefficient d'amortissement en boucle fermée
diminue, générant plus d'oscillations. Le systeme est donc moins stable et le temps de réponse plus grand.

4. Pour étudier l'influence de la perturbation, on travaille sur le schéma équivalent ci-dessous :
Cr(p)

Q p)

ou encore :
Cr(p)
R+ Lp
Kr
Qref(p) Q p)
+

e(p) Ul(p) e =
| Gr }ﬁ| C) }ﬁ| 4 }%®ﬁ| KTKE+(R+TLP)(JF+f)|

On peut alors écrire

BO(p) R+ Lp BO(p)

QP =T B0 Y P T Tky X GrC(mA( + BOG))

Fr(p)

Si la consigne et la perturbation sont en échelon d'amplitudes respectives S2ro et Fro, on a en régime permanent

. ( BO(p) R+ Lp BO(p) >
Woo = lim 79[(0— X FR()
p—~0\ 1+ BO(p) Kt GrC(p)A(1+ BO(p))

BO(p) estde classe 0. Le correcteur est proportionnel, C(p) = K.

On a donc

_ Kgo Qpo — RKpo
1+Kpo " KrGrKA(+ Kgo)

Woo Fro

L'effet de la perturbation n'est pas repris en régime permanent.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

5. L'amélioration de la précision doit étre apportée en régulation et en poursuite.
« Etude en poursuite : pour avoir une précision absolue, il faut avoir
Woo = S2Ro
d'ou
BO(p)
im —— =
p—01+ BO(p)

11 faut alors que la classe de BO(p) soit au moins égale a 1.

« Etude en régulation : pour que la perturbation soit reprise il faut que

lim R+Lp BO(p) _
p—0 Krp GrC(p)A(1+ BO(p))

Ce qui conduit a avoir C(p) de classe supérieure ou égale a 1 c'est a dire avoir au moins une intégration dans
le correcteur.

En conclusion, si le correcteur posséde au moins une intégration la précision sera absolue pour des entrées de
consigne et de perturbation en échelon.

Axe de robot

1. Pour trouver B(p), il faut dans un premier temps réduire la boucle interne. On obtient le schéma de la figure
6.47.

Uc(p) ep(p) Qum(p) Qr(p) © p) (
n oW TKo R T
P RJp+ k2 + kKcGr »
UP(PE [ K

Figure 6.47 — Schéma-bloc réduit

A partir du schéma réduit, on trouve l'expression de B(p)

kKcKy)C(p)
B(p) = >
p(RIp+k*>+kKcGr)
Oou encore
kKcKorC(p)
k2 +kKcG
B(p) = +kKcGr

1+ RJ
s K2+ kKcGrt
2. Comme le correcteur est proportionnel, on note C(p) = C. On a alors :

Ko

B =
=

avec
kKc Ky C RJ

Kpo = ——Crart ___ RJ
BO = o kKcGr  © K +kKcGr

La fonction de transfert en boucle ouverte est de classe 1. Cela permet d'affirmer qu'en régime permanent, 1'écart
en position est nul et pour une entrée en rampe de pente a, 1'écart de trainage est

a

Ko
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On peut retrouver ces résultats a partir de 1'étude, en régime permanent, de I'écart en position défini par :

Epoo = lim ep(t) = lim (uc(t) —up (1))
t—00 t—>00

Comme la limite existe, le théoreme de la valeur finale permet d'écrire

Epoo = ,11—% pWUc(p) —Up(p))

ou encore

UP(P))

Epoo = l}lglo pUc(p) (1 = Telp)

Comme la fonction de transfert en boucle ouverte est de classe 1 alors la fonction de transfert en boucle fermée

est de gain statique 1, ce que montre le calcul suivant :

Ur(p) _ Kpo _ 1
Uc(p) Ko+ p(l+7p) 1+L(1+rp)
Kpo

Si I'entrée est un échelon unitaire alors :

1
Uc(p) = —
p

On a donc bien : epso = 0.

Par ailleurs, si l'entrée est une rampe de pente a alors :

a
Uc(p) = —
p
On a alors :
L1 4p)
£voo = lim @ Kpo
o —0 14
PP 14+ —1+1p)
Kpo
On retrouve bien :
a
EVoo = KBO o

La performance pour 'écart en position est vérifiée. Pour I'écart de tratnage, il faut que

1
— < 0,01
Ko

Pour assurer la performance pour 1'écart de trainage il faut donc

k> +kKcGr

C - -
~ 0.01kKc Ko

Le correcteur proportionnel permet de satisfaire les exigences de précision.

Restituteur d'effort

1. La fonction de transfert en poursuite s'obtient en supposant Fp(p) = 0. On a alors :

G(p) = AF(p) _ C(p)H (p)
AF:(p) 1+ C(p)Hi(p)

2. On cherche l'erreur en régime permanent, soit

e = Im(Af.(t) — Af (1))
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Le systeme étudié étant supposé stables e, existe. En utilisant le théoreme de la valeur finale, on a
€ = llg(g p(AFc(p) — AF(p))

On peut alors écrire

AF
e = lin(l)pAFc(p) (1 (2) )
p—>

~ AF(p)

ou encore
fo = lim pAFc(p)1 = G(P))

Compte tenu de 1'expression de G(p), on a alors

. 1
€ = })13(1) PAFc(p) (m)

Comme on cherche cette erreur pour une entrée en échelon alors

AF,
AFc(p) = —
p

L'erreur devient donc

e =lim|[ ———
=0\ C(p)H(p)

On note

L4nip+ .. +mpk
pe(1+dip+...+djpl)

Cp=K

la fonction de transfert du correcteur.
Le calcul de I'erreur est équivalent alors a

. AFyp“
o = lim| ———
p—0 KK,

On conclut alors que l'erreur ne peut étre nulle que si o > 1. Le correcteur doit donc étre au moins de
classe 1.

p) en supposant la consigne nulle. On obtient alors

3 Rip) = Fr(p)

H,p)

T e

4. L'exigence du cahier des charges relative a la perturbation peut se traduire par

lim Af(t) < 0,1 x F,
—>00

si on suppose la consigne nulle ou si l'erreur due a la consigne est nulle.

Si on suppose que cette limite existe alors, en utilisant le théoreme de la valeur finale, on obtient

liII(lijF(p) < 0,1 x F,
p—

F
La perturbation est une rampe de pente F, d'ou Fp(p) = —2 Si on suppose la consigne nulle alors
p

B £y
AFO = TTemme < p
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Soit
K, PP +ap+ap*+ap?) o

AF = X _°
P = o bt by < prdtaptoydtdpt.) T KK < 2

Le calcul de la limite précédente est équivalent a

K- F o—1
lim —2% 1% F,
p—~>0 KK,

« doit au moins étre égal a 1 pour que la limite soit finie.
Si o =1 alors le gain statique K du correcteur doit vérifier

10K,
K,

K >

Si o > 1 alors le gain du correcteur peut étre quelconque.

Dérouleuse

1. Le potentiometre permet de transformer la consigne y4 en tension afin de pouvoir réaliser la comparaison
avec la mesure de position qui est elle-méme une tension.

M (p) = Krc caril faut que I'écart soit nul lorsque la sortie yp est égale a la consigne ya.

2. Apres avoir remarqué que
€(p) = Krrc(Ya(p) — Yp(p))

on trace le schéma suivant :

ALp(p)

Ya(p) e(p) Yo(p) + ‘ Ya(p)
+ @il +
trme K p(1+ azp) (E i)

3. Par définition, la fonction de transfert en boucle ouverte est

R(p)
BO(p) = —
€(p)
Par lecture du schéma, on trouve
KK
BO(p) = aj TLC
p(1 +axp)
qui est de classe 1.
4. On cherche
Yp(p)

W(p) = avec ALg(p) =0

Ya(p)
Comme le schéma est a retour unitaire, on a

BO(p)

Y =1500)

Donc

aKKrpc
aiKKrpc + p(l +axp)

W(p) =
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Ou encore

W(p) = 5 =

1 4F 2

+ P
aKKrpe  aiKKrpe

On cherche maintenant

Yp(p)
Z(p) = ——— avec Ya(p) =0
ALg(p)
On a immédiatement Z(p) = 1
5. Par superposition, on peut écrire
1
Yp(p) = 1z @ _Ya(p)+ ALg(p)

1+

+ p
aKKrpe aKKrpc

A partir de cette expression ou directement sur le schéma, on voit que le défaut de largeur n'est pas pris en compte
par l'asservissement. On peut remarquer qu'en 1'absence de défaut de largeur, comme le gain statique de W (p)
vaut 1, la sortie yp sera égale a 'entrée y4 en régime permanent.

6. Comme les cellules £V K mesurent la variation temporelle de largeur, cela revient a dire qu'elles relevent
une vitesse de déplacement. Il faut donc faire apparaitre sur le schéma cette vitesse, notée Vp(p). Or compte
tenu de la relation entre vitesse et position, on peut écrire

Ve(p) = pYp(p)
7. Sur la figure 6.20 a la page 218, on lit

Yp(p) _ a
Uc(p) 1+ bp + cp?

A partir de la figure 6.19, on trouve en utilisant les propriétés d'algebre des schémas

Yp(p) arK
Uc(p) aiKKypc+p(+axp)

Oou encore
Yo(p) 1

Uc(p) ( P a
Krpc(1+ + 2
aKKrrc alKKTch

Par identification, il vient donc

1
b p a

= — c= 2
Krre aKKrpe aKKrre

a

8. On calcule tout d'abord la fonction de transfert du correcteur, C(p). Par lecture du schéma, on trouve
1
am=&@+—»
Tap
soit
1+Tup

C =K,
(p) c Tap

La fonction de transfert en poursuite, M (p), se détermine lorsque la perturbation est nulle. On a

1+Typ a
Yp(p) Ke Tap 1+bp+cp?
M(p) = YAl )=PKEVK T+ Top a
AP I+ pKgpvkKe

Tap 1+bp+cp?
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Soit apres réduction et arrangement

aKpyvgKc(1+ Typ)

M =
2 Ty +aKpyvk Ke + Tg(aKpyg Ke + b)p + Tycp?

La fonction de transfert en régulation, N (p), se calcule pour une consigne nulle. On trouve alors

1
1+Typ a
Tap 1+bp+cp?

N(p) =

1+ pKpvk Ke

Soit apres réduction et arrangement

Ty(1 + bp + cp?)

N(p) =
@ Ty +aKpvkKe + Ta(aKgvk Ke + b) p + Tycp?

9. La précision se quantifie avec l'erreur en régime permanent, notée e~,. Pour calculer, il est plus aisé ici de
rechercher d'abord I'expression de la sortie en régime permanent, notée yp~o puis de la comparer a la consigne

YA.

Comme le systeme est stable, la réponse indicielle tend vers une valeur finie donc on peut écrire, en utilisant le
théoreme de la valeur finale

YBoo = lim yp(t) = lim pYp(p)
t—00 p—0
Comme la consigne est un échelon d'amplitude Y et la perturbation un échelon d'amplitude AL alors

Yo ALy
aKpvk Kc(1 +Typ)— + Tg(1 +bp + cp”) —
_ P )4
Yp(p) =

Ty +aKpyvk Ke + Tg(aKpyg Ke + b)p + Tycp?
Finalement

aKpyvk K Yo+ TyALg
Ty +aKpyg Ke

YBoo =

Ta(=Yo + ALy)
Ts+aKgvk K

Il y aura donc toujours une erreur qu’il y ait ou non perturbation.

En conclusion, on a : e =

Correcteur a avance de phase

2. On peut écrire C(p) sous la forme suivante

C(p) = x (1 +aTp)

14+Tp

On a alors par définition du gain et de la phase :

« Gap(w) = 20 log K — 20 log (,/1 n (a)T)Z) 420 log (,/1 T (awT)Z)
* p(w) = arctan(awT) — arctan(wT).
3. Le diagramme de Bode asymptotique est obtenu par superposition (voir diagrammes page suivante).

4. Pour déterminer l'extremum de ¢, on étudie sa dérivée.
Ona
do(w) 1 1
do 1+ @oT)? 1+ (@T)?

Cette dérivée s'annule pour
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G (dB)

40

30

20

10

0
1072 10-'1/aT 10° 1/T 10!
w(rad/s)

|
30 :
|
\
|
\
[

—15

102 10-t1/aT 100 1/T 10!
w(rad/s)

102

1 11
On atteint donc le maximum de la phase pour ® = ——= qui est le milieu géométrique du segment [—T 7:|
a

Ta

sur une échelle logarithmique.

. . 1
5. Le maximum de phase est atteint pour ® = —— d'ou

T.a
1
@max = arctan (v/a) — arctan (ﬁ)
Soit
a—1
a+1

sin ((pmax) =
6. On peut tracer le diagramme réel

G (dB)

40

30

20

1
|
|
I
|

0
102 10~11/aT 100 1/T 10!
w(rad/s)

102

45 T

i
15 A ; Sy
|
T
|

—15
10—2 10~-11/aT 109 1/T 10t
w(rad/s)

102
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7. Comme ce correcteur apporte une phase positive, il peut &tre utilisé pour améliorer la stabilité par augmen-
tation de la marge de phase. Le maximum d'avance de phase est a apporter pour la pulsation de coupure a 0 dB
du systeme non corrigé.

Par ailleurs, ce correcteur augmente le gain en hautes fréquences. La bande passante est alors plus grande, donc
le systeme est plus rapide.

Compte tenu de son gain en basses fréquences, ce correcteur diminue la précision.

Par ailleurs, on a des risques d'amplification des bruits de fond liée a I'augmentation du gain.

Correcteur a retard de phase

1. La fonction de transfert d'un correcteur a retard de phase peut s'obtenir en prenant a < 1 dans l'expression
du gain et de la phase du correcteur a avance de phase étudié précédemment. On peut conclure alors que le dia-
gramme de Bode du correcteur a retard de phase aura une allure symétrique a celui du correcteur a avance de
phase. On obtient le tracé suivant :

G (dB)
30
20log K 20 ]
10 \\\
I~
0 20log | P(llog b [
-1
010*2 1071 1/bT100 /T 10! 102
. w(rad/s)
®(°) 15
0 = SN I~k
ma //
-15
—-30
—45 4
—60
—75
—90
—105
102 101 1/bT10° 1/T 10! 102
w(rad/s)

1
2.Si K = b alors lorsque @ > T ona G4p(w) ~ 0 dB. Cela permet donc de ne pas modifier le gain de boucle

en hautes pulsations.

3. Comme ce correcteur augmente le gain de boucle aux basses pulsations, il améliore la précision mais ne per-
met pas d'atteindre la précision absolue puisqu'il ne modifie pas la classe de la fonction de transfert en boucle
ouverte.

1
On suppose que 1" a été choisi correctement. C'est a dire que la pulsation w = T est petite devant la pulsation

de coupure a 0 dB du systeme non corrigé.

Alors, si K > b on a une dégradation de la stabilité puisque le gain du correcteur est strictement positif sur
toute la bande de pulsations, par contre si K = b, comme dans 1'exemple traité, ce correcteur ne modifie pas la
stabilité.

L'influence sur la rapidité dépend également de la valeur de K. Si K > b, la rapidité est améliorée car on a une
augmentation de la pulsation de coupure a 0 dB, par contre si K = b, on diminue la rapidité du systeme.
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Filtre réjecteur

1. Pour tracer les diagrammes de Bode, on procede par superposition. On peut écrire

C(p) = Ci(p)Ca(p)

avec
K 25N P’
CGp)=——s——y G =1+ ps P
28p 14 Wo wy
14 =P 3
[Oh) wy

Les diagrammes asymptotiques de Bode d'un filtre passe-bas d'ordre 2 sont connus. Les diagrammes de C»(p)
se déduisent de ceux de C; en utilisant les propriétés du logarithme et de 1'argument des complexes, voir
figure 6.48.

g
M

40 T \
20
0
—-20
W |‘71“111‘v:71[ldl‘ dec L
s [T ]

10! 102 103
0 (°) w (rad/s)

—120
—180

10 107 108
w (rad/s)

Figure 6.48 — Diagrammes asymptotiques de Bode

On voit immédiatement que les diagrammes asymptotiques de C(p) fourniraient tres peu d'informations, si ce

n'est sur le comportement en hautes et basses pulsations.

Il faut donc rechercher les valeurs du gain et de la phase pour

wp = wo/(1 = 263) et @y =wp/(1 —283)

Pour le gain, on a

Gap (@) = 20 log (Kw}) — 20 log /(@] — 02)? + 2épwmy)?

et

Gaup(@) = 20 log /(@] — @) + 2ywwo)? — 20 log (})

Comme les pulsations w, et wg sont plus petites que la pulsation wy alors on utilise pour calculer les phases

28 pway 28N waxy
¢1(w) = — arctan 5 - et ¢, (w) = arctan 5 > ]
Wy — Wy —
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On obtient alors en prenant K = 1
Gigp(wr) ¥ 8,1dB  Gagp(w) ~ —24,4dB  ¢i(wr) ~ —=78,2°  @y(wr) ~ 88 °
On trace alors les diagrammes de Bode de la figure 6.49

G(dB)
40

20

—20

— C1(p) -40

10 102 10°
0 (°) w (rad/s)
180

120

60

—60

—120

—180
10! 102 103
w (rad/s)

Figure 6.49 — Diagrammes de Bode
Par superposition, on trace finalement les diagrammes de Bode du filtre réjecteur sur la figure 6.50

G(dB)

5

0 N

-5

—10

—15

—20

10° 10t 102 103 104
w (rad/s)

—60

10° 10t 102 103 104
w (rad/s)

Figure 6.50 — Diagrammes de Bode
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2. Ce filtre diminue sensiblement le gain localement, plus de 15 dB a la pulsation w, pour I'exemple traité. Il
est donc possible d'augmenter nettement la marge de gain tout en gardant un gain en basses et hautes fréquences
identiques. Par contre, le déphasage introduit, ici pres de — 40 °, peut nuire a la marge de phase.

La valeur de &y permet d'ajuster le niveau de 1'apport de gain et de phase.

Correction tachymétrique
1. Comme k = 0 on travaille sur un schéma bouclé simple, on trouve immédiatement :
KoKcKpr

= i

KoKcK,,r
KoKcKpr + p(1 + tu p)

Br(p) =

ou encore en notant Kgp = Kg Kc K;,,v

2. Pour avoir la réponse indicielle la plus rapide, comme on a un systeme d'ordre 2, il faut que le coefficient
d'amortissement, &, soit égal a 0,69.

Par identification avec la forme canonique de référence d'un systeme d'ordre 2

Kk
2
1+ (Zf)p + Z—é
on trouve
Kpo 1

§=—F———
T 2/ Kpotm

wy =

Pour minimiser le temps de réponse, il faut

1
K = —-—m
€T 4820, Ko Kpr
Application numérique : K¢ ~ 92,6.
3. A partir des expressions de wy et & déterminées précédemment, on trouve

1
T2k,

[20)

Avec la valeur de K¢ calculée, 1'amortissement est tel que 754,09 ~ 3 donc
trso ~ 65Ty
Application numérique : .54, ~ 0,02 s.

Comme la fonction de transfert en boucle ouverte est de classe 1 alors I'écart en position est nul et 'écart de
tralnage, noté ey est tel que

1 1
Kpo - KoKcK,,r

ey =

Application numérique : ey = 9,5 1072 rad

4. Lorsque k # 0 pour calculer les fonctions de transfert demandées, il faut réduire la boucle interne comme
sur la figure 6.51. On trouve alors
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+ % 7
( g ) Ky Kc m -
147/ p P

K/ H K t
avec : = ——————— ¢
™" 1 + HKpkGr

/ Tm

m = 1+ HKpkGr

Figure 6.51 — Schéma-bloc réduit et a retour unitaire

KoKcK! r

To(p) = ———"—

p(1+1,p)

ennotant : K, = KgKcK,,r,ona:
1
TF(P) = 7
14—t —mp2

Kzo  Kgo

5. Pour garder des conditions de stabilité équivalentes, il faut que le coefficient d'amortissement reste voisin de
0,69. Cela revient a régler une marge d'amplitude sur un contour voisin de 0 dB.

Par un raisonnement analogue a celui mené pour 'étude sans retour tachymétrique, le coefficient d'amortisse-
ment, & du systéme avec retour tachymétrique s'écrit :
1+ HK kGt

2\/1(%0.[’/’! 2JKoKcHK ,rtpy,

On veut § = &' = 0,69 alors en remplagant K¢ par l'expression trouvée précédemment, on obtient

VH =1+ HKukGr
d'ou l'expression de k
_ VH-1
~ HK,Gr

Avec cette expression de k, on garantit une stabilité similaire a celle obtenue sans retour tachymétrique. En effet
le coefficient d'amortissement étant identique avec et sans retour tachymétrique, la marge d'amplitude est la méme.
Marge de phase et de gain sont également identiques puisque les fonctions de transfert Br(p) et Tr(p) ont la
méme forme.

Comme K, > Kpo alors I'écart de trainage a diminué, on a donc amélioré la précision.

Par ailleurs, 7,, < T, il y a donc augmentation de la bande passante, le systeme est donc plus rapide. On peut
aussi raisonner sur la valeur de la pulsation propre. On a montré

1
wn =
07 2Et,
donc par analogie
o=
! 2$/tl{ﬂ

Comme § =& et 1), < T alors @) > wy d'ol un systeme plus rapide avec le retour tachymétrique.

La courbe de réponse indicielle, figure 6.52, illustre cette amélioration de rapidité.

Les diagrammes de Bode, figure 6.53, permettent de visualiser les marges de phase qui sont identiques pour les
deux configurations étudiées.

A noter que les diagrammes de Black, figure 6.54, des fonctions de transfert Bo (p) et To(p) sont identiques
ce qui était prévisible compte tenu des remarques formulées lors des conclusions sur 1'étude de stabilité.
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Figure 6.52 — Réponse
indicielle des systemes
avec et sans retour
tachymétrique

Figure 6.53 -
Diagrammes de Bode

Figure 6.54 — Diagramme
de Black sans les courbes
isophases. Les pulsations
indiquées correspondent
au systéme avec retour
tachymétrique
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6. On ne peut utiliser ce type de correction que si la dérivée de la variable de sortie a une existence physique
puisqu'on doit réaliser la mesure de cette grandeur.

Centrale thermique

1. Pour conclure sur la stabilité, il faut déterminer la fonction de transfert en boucle fermée. A partir du schéma,
on obtient :

P(p) K:K;C(p)
H(p) = =
Pc(p) KiK;C(p)+1+Tip
On a alors :
KK K;
H\(p) = e

K:KsKi + p(1 +T;p)
KthKpi(l +Tip)
K/ KsKpi(1+Tip) + Tip(1 + T p)
K:K;K(1+aTp)
K:KsK(14+aTp)+ (1 +Tp)(1+T;p)

Hy(p) =

Hi(p) =

Quel que soit le correcteur utilisé, on a des fonctions de transfert d'ordre 2 avec des coefficients de dénomina-
teur positifs. On peut alors affirmer que tous les systemes modélisés sont stables.

2. Pour obtenir une erreur nulle pour une entrée en échelon, il faut que les fonctions de transfert en boucle ou-
verte soient de classe 1.

On voit aisément que seul le correcteur a retard de phase ne permet pas d'avoir une fonction de transfert en boucle
ouverte de classe 1.

3. Avec le modele d'ordre 1 adopté pour décrire le comportement de la turbine, on trouve un temps de réponse
de 37;.

Avec le correcteur intégral, la fonction de transfert en boucle fermée est d'ordre 2.

Pour un systeme d'ordre 2, le temps de réponse le plus court est obtenu lorsque le coefficient d'amortissement
vaut 0,69. Dans ce cas, on a

3
trso ~ —
o

La fonction de transfert H;(p) se met sous la forme canonique suivante
1

LR T
KKK; " KKK

Hi(p) =

<

On trouve alors par identification

K K K; 1
wy = |—— et = ————
T; 2V KKK Ty

_ 1
2T,

On en déduit :

[20)]

Finalement, le temps de réponse de la boucle de régulation s'établit a

trsq ~ 6 x 0,69T; soit environ trsq, ~ 4,21,
On constate donc que le temps de réponse du systeme régulé est supérieur a celui de la turbine non asservie.
4.51 K, KK, =1 alors

1+Tip

R = —
R Iy
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5. A partir du schéma a retour unitaire de la figure 6.24, de la forme de R(p) et I (p), on peut affirmer que la
fonction de transfert en boucle fermée est d'ordre 3.

Pour vérifier la stabilité, il faut montrer que les pdles de la fonction de transfert en boucle fermée, notée G (p),
sont a partie réelle strictement négative.

On recherche alors la fonction de transfert en boucle fermée puis on utilise le critere de Routh car a priori tous
les coefficients du polyndme situé au dénominateur de F'(p) sont positifs.

Comme on a un schéma a retour unitaire, on €écrit :

_ F(p) _ K, R(p)I(p)
Fe(p) 1+ K.R(p)I(p)

G(p)

ou encore

K1+ TzP)
(I +2T;p + T; T p>) Iop + K, (1 4+ T; p)

G(p) =

soit en réordonnant le dénominateur

K (1 +T;p)

G =
2 K, + (K, T; + L) p + 2T Iop* + T; Ty Iy p°

On établit le tableau de Routh suivant :

w

TiT: Ly K. Ti+1I, O
2Ti Iy K, 0
Ay Ay

By
——
pivots

—

ST S TS TS |
(=]

I |l KT+ 1o 1
— = ——(T;K, — 2(K, T; + I
2Ti]0 2T110 Kr 2( g ( r 1+ 0))

AZZO
Bl =Kr.

A1:

Comme il ne doit pas y avoir de changement de signe dans la colonne des pivots alors
—T,K, +2(K,T; + Ip) > 0
ce qui conduit a

T;K, —2I,
Sl

T;
2K,

6. L'écart en régime permanent est défini par :
eco = lim (fe(r) — f(1))
t—+00
Comme le systeme est stable, la limite existe, donc d'apres le théoreme de la valeur finale on obtient

exo = lim p (Fc(p) — F(p))
p—0

Ce qui peut encore s'écrire

eco = lim pF.(p) (1 — G(p))
p—0

L'entrée est un échelon de fréquence d'amplitude F; donc

Fo
Fe(p) = —
14
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alors

€00 = lim Fo (1 — G(p))
p—0

Comme
1+Tip
D & Y N TN 7
k, YTk Tk,
on obtient finalement
eco =0

Résultat prévisible puisque la boucle ouverte est de classe 1.

7. Le systéme étant précis pour l'entrée de consigne, pour caractériser le comportement par rapport aux pertur-
bations, il faut déterminer les deux fonctions de transfert W (p) et Z(p) telles que

F(p) = W(p)Ac(p) — Z(p) Pe(p)
Recherche de W(p)

On suppose que la perturbation P, est nulle. On peut alors écrire

_ Flp) _ RpI(p)
W(p) = =
Ac(p) 1+ K:R(p)I(p)

ou encore

1+T;p

w =
P = KT+ Iop + 2T 0op 4 TiT o

Recherche de W(p)

On suppose que la perturbation A, est nulle. On peut alors écrire

Z(p) = F(p) _ I(p)
P(p) 1+ KR(p)I(p)

ou encore

1+2T;p + T T, p?

7 =
P) = R ¥ &K T + lop + 2T hp + T 1P

Comme le systeme est linéaire, on a finalement

_ (A +Tip) Ac(p) — (1 +2T; p + Ti T, p?) Pei(p)

F(p) = 3 7
K, + (K, T; + Io)p +2T; Iy p> + T; Ty Iy p
avec
A Pei
Ac(p) = 7“ et Py(p) =2

La fréquence de sortie étant supposée finie, on peut utiliser le théoréeme de la valeur finale pour déterminer I'ex-
pression de f en régime permanent

Jim 7@ = lim pF(p)

Ce qui permet de trouver

. . (1+Tip) Ao — (1 +2Tip + Ti T p°) Peio
lim f(t) = lim
1—>+00 p=0 Ky + (K, T; + lo)p + 2T o p* + Ti T Lo p°
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Soit finalement

5 Aco — Peio
1 = —
IJ Too f(t) K,
Compte tenu des exigences imposées, on trouve
Po
K, >
"7 0,04F,
8. On trace les diagrammes asymptotiques de Bode de la fonction de transfert en boucle ouverte
B(p) s 1 (1+T;p)
= — X —— % b
P= 5 *himprnny — 22
-~ Bs(p)
Bi(p) Ba(p)
Les pulsations remarquables pour le tracé des diagrammes asymptotiques sont
1 1
— et
T; vTiT;
Pour ces tracés, on doit envisager deux cas de figures
1 1 .
— < soit T; > T;
T; T T;
! ! it T, < T,
— > soi =
T~ JTT, Y

Par ailleurs, compte tenu du résultat obtenu précédemment pour 1'expression de 7; et de la valeur de K, propo-
sée, on a
T; > 2,65
Pour tracer les diagrammes de Bode, on procede par superposition.
Les diagrammes asymptotiques des fonctions de transfert B; (p) sont présentés figure 6.55. Pour ces tracés, on
aimposé T; > T;.
)
60
40
20
0
—20
—40
—60
—100
— 1201

20 |dB /]dd4dle _1T1

L v
:

L
04 10~ 1( 107t 10° 10!
w(rad/s)

10~4 1073 1072 107! 10° 10!
w(rad/s)

Figure 6.55 - Diagrammes asymptotiques de Bode pour T;; = T; > T;
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Par addition, on obtient les diagrammes asymptotiques de la fonction de transfert en boucle ouverte figure 6.56.

Sur cette figure 6.56, on envisage deux cas possibles 7y = T; > Tyet T;p = 1; < T;.

G(dB)
100

80

60 =]

40 EE S

20 J

0

—20

b — —'7
-/

—40

_6010*4 1073 102 10~}

w(rad/s)

==
5

10° 10!

3
3

—45

=90

—135

—180

—225

—270
10~4 1073 10~2 10~! 100 10!
w(rad/s)

Figure 6.56 — Diagrammes asymptotiques de Bode

9.Si T; = T; alors

K,

B0 = s oa+ T

Par définition de la marge de phase, on a
M, = 180 + arg(B(jwodB))

On recherche alors la pulsation de coupure a 0 dB notée wy,p telle que

|B(jwoap)| =1
On a donc
K
LN
Iy
ou encore

4 2 2 Kr :
woqp Ty + @oyp — T =0

On trouve alors

2
K,
1+ [1+4 (K) T?
277

1

WodB =

264
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Comme 1'expression de la marge de phase est
My = 180 + (=90 — arctan(woqp T;))

alors

2
K,
1+ 1+4(,_0) T?
2

M, = 90 — arctan

A partir des données fournies, on trouve
My~ 15°
10. Compte tenu des exigences du cahier des charges, la marge de phase n'est pas suffisante.

La lecture des tracés asymptotiques de Bode permet de conclure a une valeur de 7; plus grande que celle de 77
pour assurer la marge de phase souhaitée.

11. Si 7; = T; la fonction de transfert de la régulation de puissance s'écrit

R —
(p) 57 p

On a alors un temps de réponse égal a 37; soit 18 secondes.

Si maintenant, on envisage 7; > T; alors

1+Tip
R(p)= —— L
1+ 2Tip+T;Tip
Ce qui peut se mettre sous la forme
1+ T;
R(p) = 2 of  Ti<T <T

A+ Tip)(1+Trp)
Dans cette configuration, comme la constante de temps 75 est supérieure a 7 secondes alors le temps de réponse
est supérieur a 18 secondes.
Ce que I’on peut vérifier sur la figure 6.57.

Il semble donc qu'avec les choix effectués pour les correcteurs il ne soit pas possible de satisfaire tous les cri-
teres du cahier des charges.

1 L — 11
L1 LT |
A1 L]
=
///
/|
/
P05 y/
/A
/ l—.\ R —
/ —+—
—+ %*k
T; = 5s ——
/ 1 1 1
. 1
0 5 10 15 20 25 30

t(s)
Figure 6.57 — Réponse indicielle de la boucle de puissance
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Commande du plan horizontal réglable de 1'Airbus A340

1. Si les deux distributeurs et si les deux moteurs sont considérés comme identiques alors il faut K3 = 0,5 pour
pouvoir obtenir le schéma proposé.

2. On a bien un asservissement pour la mise en position de la vis puisque les préactionneurs, ici les deux dis-
tributeurs proportionnels, sont commandés de maniere autonome.

3. On vérifie la stabilité du systeéme défini pour cela on détermine la fonction de transfert en boucle fermée

Ou(p)
®,(p)
A partir du schéma proposé, on trouve
Ou(p) R3Rs RsA Ky Kpy
®l (19) zéh p2
RsRsRAKaKnRyRy + p[ 1+ 2 p+ 2o
wp j,

Pour que le systeme puisse étre stable, il faut que tous les coefficients du polyndme situé au dénominateur de
la fonction de transfert en boucle fermée soient strictement positifs. Compte tenu des données de I'énoncé, il
faut que K} soit strictement positif.

4. A partir du schéma-blocs de mise en position de la vis, on trouve la fonction de transfert en boucle ouverte

AKqKyRsRsR4R;

Th(p) =

5. La fonction de transfert en boucle ouverte est de classe 1. Aux basses fréquences, I'asymptote du diagramme
de gain a une pente de moins —20 décibels par décade et la phase asymptotique vaut —90°.

Les caractéristiques des asymptotes hautes fréquences sont fournies par 1'ordre de la fonction de transfert. Ici,
Tn(p) est d'ordre 3, on a donc une pente de —60 décibels par décade pour l'asymptote du diagramme de gain et
la phase asymptotique vaut —270°. Le diagramme asymptotique est proposé sur la figure 6.58.

G(dB)
0 1]

/

—20 ~

qdB

—40

—60

—80

w(rad/s)

KA

—135

—180

—225

—270

102 103
w(rad/s)

Figure 6.58 — Diagrammes de Bode
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6. Afin de pouvoir tracer les diagrammes de Bode par superposition, on écrit la fonction de transfert en boucle
ouverte comme produit de fonctions élémentaires, on a alors

AKthR5R6R4R7
X

1

p 2 2

H—ﬂp—kp—2
wp ,

Tu(p) =

Comme on a superposition d'un intégrateur et d'un deuxieme ordre alors la phase est telle que
¢(wp) = —180°
On releve alors sur le diagramme de phase

wp, = 400 rad.s™!

Compte tenu de 1'allure de la courbe de gain pour des pulsations voisines de 400 rad.s~!, on peut conclure que
le deuxieme ordre est résonant.

Le coefficient d'amortissement &;, du systeme du deuxieme ordre est tel que

&n < ?

Sur le diagramme de gain, on a un pic de résonance a la pulsation

wr = wpy/ (1 = 287)

La détermination de la valeur de wy, sur I'échelle logarithmique n'étant pas tres précise, on utilise la valeur de
la surtension qui est définie par

gap =201log g

g TGenl 1
Jm |ThGol 2g, /(1 —g2)

On releve sur le diagramme de gain une surtension d'environ 8 dB. On en déduit alors le coefficient d'amortis-
sement

§p ~0,2
L'effet du phénomene de résonance est mis en évidence sur la figure 6.58.
Comme le gain de la fonction de transfert en boucle ouverte K g est tel que
Kpo = AKqKpRsRsR4R;

alors pour déterminer le gain Ky, il faut trouver la valeur de K po.

Par définition du gain d'une fonction de transfert, on a

2
Gyp(w) =201log | T (jw)| = —201log w+201og Kpo —20 log 1-— a)_2 +4&w?

@h
On voit alors que
Gyp(w) ~ =20 log w + 20 log Kpo si w<<wp
Comme wy, = 400 rad.s™!
® = 0,01 rad.s™!, on obtient une bonne approximation de K g¢. On lit

20 log |T;,(0,01 )| ~ 57 dB

, en relevant sur le diagramme de Black la valeur du gain pour une pulsation
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donc
20 log Ko ~ 17 dB
Finalement, on trouve
103

AKqRsRsR4R;

R

K, ~

A partir des données de 1'énoncé, on trouve Kj, ~ 59,5 10* rad.s.m >
Finalement, on obtient pour le moteur hydraulique
59,510%

Ma(p) = —
w(p) 2 (1+0,01p +6,2510-°p?)

7. La marge de gain est définie par
Mg = —20 log(w.) avec o(we) = —180 °
et la marge de phase vaut
My = 180 + ¢p(woaB) avec Gap(woap) =0

Pour trouver la marge de phase, on est obligé d'utiliser le diagramme de Black fourni. On releve sur la figure
6.59

Mg ~ 27 dB et My ~ 90 °

G(dB
(dB)y.
50
40
30
20
A
1V14p 10
£()
-10
Mg
20
/
—
-30
/ -40
l/ -50
[

-360 -330 -300 -270 -240 -210 -180 -150 -120 -90  -60  -30 il

Figure 6.59 — Diagramme de Black

8. Pour A = 0,015 m.rad~! on a une marge de gain d'environ 27 dB. La valeur limite de cette marge est fixée
a 10 dB par le cahier des charges. On peut donc remonter la courbe de gain de 17 dB.

Le minimum de marge de phase est fixé a 45°. Sur les diagrammes de Bode, lorsque la phase vaut —135°, le
gain a une valeur d'environ —27 dB. Compte tenu de la définition de la marge de phase rappelée plus haut, en
relevant la courbe de gain de 27 dB on respecte encore la contrainte fixée par le cahier des charges.

La valeur limite de A est donc

17
AMar ~ 0,015 x 1020 soit Amaxr ~ 0,1 m.rad™!
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9. A partir du lieu de transfert en boucle ouverte tracé dans le plan de Black, on trouve, en utilisant les courbes
isogains et isophases, les valeurs de gain et de phase de la fonction de transfert en boucle fermée.

Meéme en prenant la valeur maximale de A, ce qui revient a remonter le lieu de Black de 17 dB, le lieu de trans-
fert ne coupe aucune des courbes isogains de valeur positive. Le gain maximal en boucle fermée est donc ma-
joré par 0. Il n'y a donc pas de surtension en boucle fermée.

10. Pour obtenir une bande passante a —3 dB en boucle fermée d'au moins 5Hz il faut que le lieu de transfert
coupe la courbe isogains —3 dB pour une pulsation au moins égale 2 30 rad.s~'. Pour obtenir cela, il faut re-
monter le lieu de Black de la fonction de transfert en boucle ouverte d'environ 12 dB par rapport a celui fourni
avec A = 0,015 m.rad™"!, voir figure 6.60.

On obtient alors comme valeur minimale de A

12
Amini = 0,015 x 1020 soit Jomini =~ 0,06 m.rad ™"

G(dB)

60

40

30

=

/
o
i,

Y
|

i
Zi%0 -30
/ 40

1000

-360 -330 -300 -270° -240 -210 -180 -150 -120 -90 -60 -30 0 >6030

Figure 6.60 — Diagramme de Black avec A = 0,06 m.rad ™!

11. Le critere relatif a la stabilité est vérifié si la valeur de A est inférieure & 0,1 m.rad~". Pour la rapidité, A
doit étre au moins égal 4 0,06 m.rad~!. Enfin comme la fonction de transfert en boucle ouverte est de classe 1
alors I'écart en régime permanent pour une entrée en échelon est nul.

En conclusion, si A € [0,06; 0,1] le cahier des charges est respecté pour la mise en position de la vis.

12. On suppose les conditions initiales nulles. On écrit les 4 équations de fonctionnement du moteur dans le
domaine de Laplace

U(p) = E(p) + RI(p)
E(p) = KyQum(p)
Cn(p) = Kc1(p)
JpQy(p) = Cun(p)

Pour trouver la fonction de transfert du moteur, on peut tracer le schéma-blocs, voir figure 6.61, a partir des
quatre équations écrites dans le domaine de Laplace ou raisonner directement sur ces équations et trouver M (p)
par substitution.
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K,

Figure 6.61 — Schéma-bloc du moteur

La fonction de transfert du moteur a courant continu s'écrit alors

K,

M(p) = ——¢
P) = K T Rip

Par ailleurs, on sait que

(1) = %Qm(t)

On trouve donc :
1
1(p) =~
p

13. On déduit de la réponse précédente

K\ K.Cy

T = Sk, + RIp)

Pour déterminer K g, on écrit 7'(p) sous forme canonique

K, C; 1
T =
(p) X, - R
p K"
On obtient alors
Knr — K, C,
BO = K,

14. Le schéma a retour unitaire est proposé figure 6.62

Ue(p) ep) U(p) Qi (p) Om(p) ©1(p)

1 +
— —>® Cy K, M(p)

Figure 6.62 — Schéma-bloc a retour unitaire de 'asservissement de position du moteur

Y=

15. Comme le schéma est a retour unitaire, on écrit

R, T(p)
G(p) = L 7
P = T37T0)
Oou encore
R, Ko
G(p) = =L
(p) C

"Kgo+p(1+ RJ
BO p Kchp
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Mis sous forme canonique, on obtient

=g I RJ

16. On souhaite une réponse indicielle sans dépassement. On veut donc un systeme du second ordre apério-
dique critique dont le coefficient d'amortissement & vaut 1.

Par identification de I'expression de G (p) a la forme de référence d'un systeéme du second ordre

K
2 2
l—|——‘§p—|—p—2
wo g

K:KyKpo
Wy =4 —————
RJ

1| KKy
“ 2V RJKpo

on trouve

§

On veut un coefficient d'amortissement & égal a 1 alors

KoK,
K =
BO = 4R

soit Kpo =25

17. Critere de rapidité : 54, < 0,2 s.

Par lecture de 1'abaque fourni dans 1'énoncé, on trouve que #-54,wp =~ 5 lorsque le coefficient d'amortissement
vaut 1.

On obtient alors 1'expression suivante pour le temps de réponse a 5 %

5

trS% N ———
K:KyKpo
V RJ

Avec le gain de boucle calculé précédemment, on obtient un temps de réponse de 0,05 secondes. Résultat tout
a fait conforme au cahier des charges.

Critere de précision : écart de position nul en régime permanent

La fonction de transfert en boucle ouverte étant de classe 1, I'écart est donc nul en régime permanent pour une
entrée en échelon.

18. Comme la fonction de transfert en boucle ouverte est de classe 1 alors 1'écart &, en régime permanent pour
une entrée en rampe unitaire est

1
Ey = Xso
Avec la valeur maximale de K g calculée pour valider le critere de stabilité, on obtient
gy =0,04V

Tous les contraintes imposées par le cahier des charges ne peuvent donc pas étre respectées avec un correcteur
proportionnel.

19. Le cahier des charges impose
& 0,02V
Pour respecter cette contrainte, on doit avoir

Kpo = 50
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20. Les contraintes de précision sont vérifiées quel que soit le correcteur choisi si Kpp = 50.

On fixe le gain de boucle avec les correcteurs a avance et retard de phase a 50. On note ce gain Kpo.. Le gain
K Boc est donc le double de celui choisi pour tracer les lieux de Black donnés dans 1'énoncé.

Le lieu de transfert corrigé est donc relevé d'environ 6 dB par rapport a celui de I'énoncé, figure 6.63. En effet,
en doublant le gain de boucle on augmente le gain de la fonction de transfert en boucle ouverte de 20 log 2.

G(dB)
I I I I 30
— avance de phase
retard de phase
proportionnel
- 20
0
1 10
50 o
©(°)
77
100
/ -10
7
40 -20 20

-240 -220 -200 -180 -160 -140 -120 -100 -80  -60

Figure 6.63 - Diagramme de Black avec Kpp = 50

La bande passante a —3 dB en boucle fermée est bien plus grande pour le correcteur a avance de phase que pour
le correcteur a retard de phase. Pour la rapidité, le correcteur a avance de phase semble donc préférable.

D'un point de vue stabilité, avec le correcteur a retard de phase et un gain de boucle fixé a 50 on observe une
surtension d'au moins 1 dB en boucle fermée alors qu'avec le correcteur a avance de phase il n'y a pas de sur-
tension en boucle fermée. On peut la aussi donner un avantage au correcteur a avance de phase.

En conclusion, pour pouvoir respecter tous les criteres imposés par le cahier des charges, on choisit d'installer
un correcteur a avance de phase. Choix confirmé par les courbes de la figure 6.64

4
3 S ———
[
[
2
|
’ avance de phase
’I retard de phase
1
|
|
|
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

t(s)

Figure 6.64 — Réponse indicielle avec Kgp = 50
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Automatique

des systemes discrets

B Plan MR Themes abordés dans les exevrcices

Les méthodes a retenir 273 * coder et décoder
Enoncés des exercices 274 e dénombrer des combinaisons

Dumal 3 démarrer? 279 * exprimer une fonction logique

_ e décrire des événements dans un ordre chronologique
Corrigés 280 £

e décrire le comportement séquentiel d’un systeme

Points essentiels du cours
pour la vésolution des exewvcices

e variables et fonctions logiques

* table de vérité

* tableau de Karnaugh

* chronogramme

° caracteére monostable ou bistable
* modele de description GRAFCET

=mmme | es méthodes a retenir

* Dénombrer des combinaisons.
* Exprimer une forme canonique.
¢ Simplifier I’expression d’une fonction logique.

== Exercices 7.1, 7.2

Pour déterminer une fonction
logique

e Lister la ou les successions d’ordres a donner.

* Rechercher les événements permettant la prise de décision

; « Je donne un ordre jusqu’a ce que... »

Pour élaborer un GRAFCET , ) ,J d d .
* Evaluer les dépassements de durées pour changer de décision

« Si je n’ai pas tel événement au bout de... »

== Exercices 7.1

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.
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» Automatique des systemes discrets

Code postal

La société La Poste utilise un code « 3 parmi 5 » pour faciliter le tri automatique du
courrier, et 'information codée sur les lettres est le code postal composé de cinq
chiffres décimaux.

La table de codage des dix chiffres décimaux par des mots binaires de cing bits est défi-
nie sur la figure

o|lo|~|o|u|n|w|v|—|o
==l = m = o|o|olo®
== —|olo|lolr|rrlo|S
~lo|o|~rlol~rloloS
o|lr|o|olo|~|~|lolrlolZ
o|o|r|o|r|rlolr ol

Figure 7.1 — Table de codage des dix chiffres décimaux

Ce code est utilisé sur les lettres sous forme d’un code barre, chaque état « 1 » étant
défini par une barre. Sont ajoutées une barre de début et une barre de séparateur entre
chaque chiffre, ce qui donne sur une lettre :

N

Nom Prénom
1A rue lambda

13127 VILLE

72131T
I

séparateurs début

Figure 7.2 — Un code postal imprimé sur une enveloppe

1. Combien y a-t-il de barres sur un tel code barre ?

2. A quelle(s) condition(s) une inscription sur une lettre appartient-elle au code ?

3. Justifier 'intérét d’un code trois parmi cinq pour coder des chiffres décimaux.

4. Dessiner le code barre correspondant au code postal des Editions Dunod :
75240 PARIS CEDEX 05

5. Le traitement automatique de ce code suppose de transcoder chaque chiffre en un
nombre binaire naturel : soit b,, b,—1,. .. ,b1, by ce nombre. Calculer la valeur de n puis
déterminer par une méthode de votre choix la fonction by = f(pa, p3, P2, P1,Po)
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Enoncés des exercices

Gestion d’un sas
Présentation
On s’intéresse a la gestion d’un sas installé entre deux batiments sur le passage de cha-

riots. Ce sas, schématisé sur la figure 7.3 ci-dessous, comporte deux portes P1 et P2
ne devant pas étre ouvertes simultanément :

e ces deux portes sont manceuvrées respectivement par deux vérins pneumatiques a
double effet V1 et V2 ;
* les vérins sont pilotés par des distributeurs électropneumatiques 4/2 ;

* les positions ouverte et fermée des portes sont données par des détecteurs électromé-
caniques a contact ;

e pour leur traversée du sas, les chariots s’accrochent a une chaine entrainée par un
moteur électrique M a commande monostable ;

* un dispositif non décrit empéche la présence d’un nouveau chariot avant 1’évacuation
complete du précédent.

Chariot pll p21

Moteur

[ -

p20

Vérin V1 Vérin V2

4R = I E
© ©

Figure 7.3 — Schéma du sas étudié

Les mnémoniques associés aux entrées et aux sorties du point de vue Partie Commande
sont listés dans le tableau de la figure 7.4.

Entrées Sorties

a détecteurs de proximité,
b images des positions M Marche du moteur
c du chariot
pl0  porte P1 ouverte P1— Ouverture de la porte P1
pll  porte P1 fermée P14+ Fermeture de la porte P1
p20  porte P2 ouverte P2—  Ouverture de la porte P2
p21  porte P2 fermée P2+ Fermeture de la porte P2

Variables internes
m  image de ’état du moteur

Figure 7.4 — Inventaire des entrées et des sorties du point de vue PC
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Chapitre 7 < Automatique des systémes discrets

Description du fonctionnement souhaité

A la mise en marche de Iinstallation :

¢ le moteur M tourne ;

« les deux portes P1 et P2 sont fermées.

Evénements provoquant une évolution de la situation :
* un chariot est détecté par le capteur a

— arréter le moteur M et ouvrir la porte P1.

e la porte P1 est ouverte
— mettre le moteur en marche.

¢ le chariot arrive devant le capteur b
— arréter le moteur M et fermer la porte P1.

e la porte P1 est fermée
— ouvrir la porte P2.

e la porte P2 est ouverte
— mettre le moteur en marche.

¢ le chariot arrive en ¢
— fermer la porte P2.

Commande directe du sas

Le déroulement d’un cycle est proposé par le chronogramme de la figure 7.5

M

Pl4

P1-]

P2+

P2

pll

pl0

p21

p20

Figure 7.5 — Chronogramme du déroulement d'un cycle

1. On considere I’unité de temps, notée U T, représentée par une graduation en abscisse.
Evaluer la durée d’ouverture ou de fermeture d’une porte.

Evaluer la durée de passage d’un chariot devant un des détecteurs de proximité a, b ou
¢, sans tenir compte de la durée pendant laquelle un chariot est arrété.

2. Justifier les trois équations proposées :
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Enoncés des exercices

Pl—=am
Pl+ =b.pll
P2— =b.pllm
On propose de plus 1’équation suivante :
P2+ =c¢
Modifier le chronogramme en conséquence et conclure quant a la validité de cette équa-
tion.

3. Pour un observateur externe au systeme, les quatre événements suivants sont simul-
tanés

M:1—-0
Pl—:0—1
pll:1 -0
a:0—1
Du point de vue interne au systéme, définir la chronologie entre ces quatre événements.

Expliquer alors pourquoi 1’équation P2— = pll.m ne convient pas.

En vue de proposer une équation pour la commande M, on propose figure 7.6 un
tableau de Karnaugh reprenant 1’ensemble des sept entrées.

p21
p20
M
p10

abec

Figure 7.6 — Tableau de Karnaugh pour la commande du moteur M

4. Griser les lignes et les colonnes de ce tableau correspondant & des combinaisons
a priori impossibles.

5. En identifiant les différentes combinaisons proposées par le chronogramme, remplir
les cases concernées du tableau de Karnaugh définissant la sortie M.

Proposer une équation pour la commande M.
Commande par automate

Pour pouvoir gérer les modes de marche et d’arrét, on désire réaliser la commande de
I’installation a I’aide d’un automate programmable industriel.

Il est décidé d’installer un pupitre comportant :
* un bouton poussoir a accrochage ARU (Arrét d’urgence) ;
* un bouton tournant bistable manu/auto (manuel/automatique) ;

°eun bouton tournant monostable a trois positions et rappel au centre
arret/.../marche ;
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Chapitre 7 < Automatique des systémes discrets

* un bouton poussoir réarmement ;
 un voyant vert V'V et un voyant rouge V R.

Pour la suite du probleme, on ne s’intéresse pas a la conception de la partie commande
en mode manuel.

En mode automatique, les conditions initiales autorisant le fonctionnement sont :

¢ les deux portes P1 et P2 sont fermées ;
* il n’y a pas de chariot au niveau du sas, information donnée par les capteurs a, b et c.

Lorsque 1’on passe en mode auto, le moteur ne doit pas se mettre en marche avant la
demande marche. Lorsque arrét est demandé, deux cas sont possibles :

¢ le moteur M est en marche et on est en attente d’un chariot ;
— fin de cycle immédiate.

e un chariot est en train de traverser le sas.
— le voyant vert clignote et ’arrét est effectif a la fin du cycle.

6. Compléter le graphe GMMA (Graphe de Mode de Marche et d’ Arrét) et proposer un
graphe nommé GMN (Graphe de Marche Normal) de maniére a obtenir le fonctionne-
ment souhaité.

GMMA

auto.marche. (m +p2l+a+b+ c)

Voyant rouge VR

réarmement

Figure 7.7 — Les graphes GMMA et GMN a compléter

7. Proposer un graphe nommé GAU (GRAFCET d’Arrét d’Urgence) permettant la ges-
tion suivante :

e un appui sur le bouton ARU provoque la désactivation des graphes GMN et GMMA ;

¢ le cycle de traitement d’arrét d’urgence ne peut se terminer que si le systéme est a
nouveau dans sa configuration initiale, cette remise en état de référence pouvant étre
demandée par un appui sur le bouton réarmement.

GAU

I

Figure 7.8 — Le graphe GAU a compléter
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Du mal a démarrer ?

messse Du mal E\l démarrer ?

2. Les n barres distribuées aléatoirement matériali-
sent-elles un code barre ?

3. Que vaut « trois parmi cing » ?

5. Remplir les tables de vérité en correspondance, puis
utiliser un tableau de Karnaugh.

1. La réponse est a exprimer en unités de temps (UT).

2. Teinter les différentes combinaisons sur le chrono-
gramme.

4. Une porte peut-elle étre a la fois ouverte et fermée ?
Combien de chariots traversent simultanément le sas ?

5. Repérer la chronologie des cases visitées.
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= Corrigés des exercices

Code postal

1. Chacun des cinq chiffres d’un code postal comporte une barre de début et trois barres de codage. Un tel code
comporte alors exactement vingt barres.

N = 20 barres
2. On peut proposer plusieurs conditions :
* le code comporte 20 barres ;
e les barres 1, 5, 9, 13 et 17 sont équidistantes ;
e comme une barre de démarrage est ajoutée a chacun des cinq chiffres du code postal :
— on a toujours au moins deux barres consécutives par chiffre ;
— on peut donc déterminer la distante d entre deux barres consécutives ;

—la longueur de chaque mot est de 54, la distance entre deux barres de début consécutives est de 6d et la dis-
tance entre les deux barres extrémes du code barre est comprise entre 27d et 29d.

3. On calcule « trois parmi cing »
Sx4x3
Ix2x3

Ce code autorise dix combinaisons et permet de définir les dix chiffres décimaux. Réciproquement, chacune
des combinaisons possibles s’interprete comme un chiffre.

10

4. Le code 75240 se dessine a partir d’une grille de longueur 29d sur laquelle sont placées les cinq barres de
début de chiffre

LI

1713 9 5
Sens de lecture
5. Pour coder dix chiffres en code binaire, il est nécessaire d’avoir un mot de 4 bits
n=3

Pour poursuivre il est nécessaire de mettre en parallele les deux codages

fop
w
Sl
D
(=2l
[y
S
(=}

p3

= Ll K=] K=J K=1 K==} o} e} e} fen}
ololRr|—|lR|Rr|lOo|O|O|O
(=) Nl Beoy el Rl Nl Bl ol len)) fen]
= E=0 il =) B Nl e Newll B New)
|V R[W|N (=D
HHHH)—‘HOCOOE
== |lo|lo o= |||

HOO'—"—‘O’_"_‘O’_‘E
Q.—n@)—lO»—')—lOHHE

olo|~lo|=|=lo=|~|~3

On peut alors remplir un tableau de Karnaugh avec les données extraites ci-dessus.

Avec cinq variables, 32 combinaisons sont possibles, mais seules les 10 cases avec trois « 1 » et deux « 0 » sont
concernées.
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2!
p3

Po P1 P2

Deux regroupements sont possibles pour proposer une expression donnant la valeur de la variable b,

P4
D3

Do P1 P2
0l
0 0 1
0 0 1
0 1 1]

On propose alors

by = po.ps + P3.p4

Gestion d’un sas

1. I’évaluation du temps d’ouverture d’une porte se fait en cherchant 1’écart entre ’ordre Pi+ et le compte
rendu pil, ou entre ’ordre Pi— et le compte rendu pi0.

On trouve 2 UT pour cette durée.
Le chariot passe sans s’arréter devant le seul capteur c. La durée de passage est donc d’une seule UT.
2. On reprend les lignes concernées du chronogramme pour évaluer les équations proposées :

Pl—=am

Mim

P1-

a

Pl1+ =b.pl

—

P14

pll

P2— =b.pllin

MIm

P2+

pll

P2+ =c¢

P2+

p21

p20
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Seule la ligne concernant la commande P2+ est a modifier. Comme le distributeur associé au vérin V2 est un
distributeur bistable, une durée U T de commande est suffisante pour le faire basculer et la commande convient.
Il est a constater que cela n’accélere pas la fermeture de la porte...

3. Les quatre événements cités ne sont pas simultanés ; les reprendre dans 1’ordre chronologique permet de les
ordonner :

e le chariot arrive devant le capteur a ;
a:0—>1

* cet événement entraine 1’arrét du moteur et I’ouverture de la porte ;

M :1—-0
Pl— :0—1
« il faut que la porte commence a se fermer pour que la capteur « porte P1 ouverte » passe a I’état FAUX.
pll : 1 =0
On reprend le chronogramme en exagérant la chronologie précédente pour se rendre compte pourquoi 1’équa-
tion P2— = pl1.m ne peut pas convenir.
P2—
m
pll
b

A D’arrivée d’un chariot en a, les deux portes P1 et P2 s’ouvrent alors en méme temps !
4. Plusieurs arguments sont a avancer :

e d’un point de vue structurel, une porte ne peut pas étre a la fois ouverte et fermée : les deux combinaisons p10.p11
et p20.p21 sont ainsi impossibles ;

e d’un point de vue fonctionnel :
— pour que le sas remplisse son role, une des deux portes est nécessairement fermée a chaque instant ;
—iln’y aqu’un seul chariot a la fois, donc a chaque instant, un seul des détecteurs a, b et ¢ peut étre a I’état VRAL

5. Sur le chronogramme, on repere 14 événements que 1’on peut identifier dans I’ordre chronologique, a partir
de I’état initial caractérisé par @.b.c.p11.p10.p21.p20

pll 2 7

pl0 3 6

p21 3 14

p20 9 12

a 1 1
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Ces événements correspondent a 14 cases blanches du tableau de KARNAUGH, que 1’on repere ci-dessous.
L’événement 14 correspond au retour a 1’état initial, et on entoure cette case, point de départ du parcours.

Pour chacune de ces cases, on inscrit la valeur que doit avoir la fonction M pour la combinaison concernée.

p21

p20

M i

p10
abc

Trois regroupements sont possibles, tracés ci-dessus, et on propose ainsi comme équation pour M
M =a.b+ p20+a.pl0

6. Le graphe GMN présente une seule séquence

GMMA

auto.marche. (p11 + p21 + a+ b+ c)

Voyant rouge VR

réarmement

auto.marche.pll.p21.a.b.c

|X21
VV clignotant | GMN{(20] ]|
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GAU

pll.p2l.a.b.c
[GAMMTATI0) [GMN 0]
1

7. Lors d’un appui sur le bouton ARU, il est demandé de désactiver les deux graphes GMMA et GMN. Il faut
libérer ARU et revenir aux conditions initiales pour réactiver les deux graphes de production.
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